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Felici progredì che l’E. V. 
inceflantemente procura alle Scienze ed alle 
belle Arti , di cui . è fpecial protettore 
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e fautor fingolariflìmo , mi. danno animo 
a fperare, che TE. V. fi degnerà accogliere 
favorevolmente quello piccol libro ed ono- 
rarlo di fua protezione: In elfo ho io pro- 
curato , componendolo , di flendere con chia- 
rezza e precifione quella parte dell’ Analifi 
infinita , che al Calcolo Differenziale appar- 
tiene , e nell* offerirne all’ E. V. il tenue 
omaggio , ho il bene di unire la mia alla 
univerfale venerazione , colla quale vengono 
riguardate le fue virtù , e di dare un ofiequiofo 
atteflato di que’ finceri fentimenti di alta 
flima e di profondo rifpetto, con cui mi 
proteflo 

Dell’ E. V. 


Umilino, diveltato r obbl'tgvmfera'iàott 
Gaetano Allodi. 
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, 'Operetta , che ora vi prefentd ò tortefe Lettore , 
contiene gli elementi del Calcolo Differenziale r Effe 
non vi fuppone affatto novizio nelle Matematiche , ma 
richiede in voi una /ufficiente cognizione dell Algebra 
finita , della Geometria elementare , e delle fedoni del 
Cono .. Lo fcópo mio in quefii brevi elementi fi é ài 
addejlrarvi nelle regole , e nelle applicazioni del- Cal- 
colo Differenziale , e di appianarvi la firada per cui 
giugner poffiate allo fiudio importanti /fimo del Calcolo 
Integrale r del Calcai delle Variazioni e delle teorie 
póù /ubblimi , ed inter effanti dell infinita Anali /» . 
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CAPO PRIMO 


i 


Nozioni e Regole del Calcolo Differenziale 

NELLE QUANTITÀ E FUNZIONI (*) ALGEBRICHE. 

I. 



C Wantità variabile fi dice quella che in un darò pro- 
' blema fi cambia al cambiarli di qualche dato , e quan- 
tità cofiante quella che conferva Tempre Io fteflo 
valore, qualunque cambiamento accada nei dati dello fteffo 
problema. Per elèmpio in una data fezione conica riferita 
ad un dato diametro a tutte le fuccelfive afcifle corrifpon- 
dono delle ordinate, degli archi, degli fpazj di di verfo va- 
lore , e viceverfa: Dunque tutte quelle funzioni nella fezione 
fono quantità variabili. All’ oppolto il parametro della ftefla 
fezione è una quantità collante, poiché variando le afcifle, 
le ordinate, gli archi, gli fpazj ec., eflo non cambia valore. 

II. 

Quantità, o grandezza finita è quella di cui fe ne pofi 
fono aflegnare delle altre omogenee maggiori e minori . Da 
quella ne derivano le altre due l' infinita , e l' infinità- 
mente piccola. Se una quantità finita può concepirfi ingran- 
dita fenza fine ed oltre ogni dato termine, ella fi chiama 
infinita. Se la medefiipa quantità finita può concepirfi oltre 
ogni termine impiccolita ella fi dice infinitamente piccola. 

A 


(*) Col nome di funzione d’una quantità s’intende una qualunque algebrica 
efpreffione, in cui quella quantità entra di quallifia maniera. 
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Nozioni e Regole 

III. 

Quindi i.° Le quantità infinite ed infinitamente piccole 
fono quelle che fi fuppongono aftrattamente, ed indefinita- 
mente maggiori, o minori d’ogn’ altra quantità finita omo- 
genea. 2. 0 Effe quantità infinite ed infinitamente piccole fono 
perciò inaffegnabili da veruna quantità finita e determinata. 

IV. 

Ciò porto fia dx una quantità infinitamente piccola ed 
omogenea alla variabile finita x, e s’intenda che x diventi 
x -f* dx , ovvero x — dx. La quantità infinitamente piccola dx y 
di cui la variabile x fi fuppone accrelciuta o diminuita, fi 
chiama Differenti ale , Fluflione , od Elemento infinite/imo di x. 
La lettera d che precede la x qui non dinota una quantità 
che moltiplica la x, ma il differenziale della fteffa x. 

Secondo quella diffinizione il differenziale d’una quan- 
tità variabile non è che la differenza tra lo (iato della fieffa 
variabile avanti un cambiamento infinitamente piccolo , ed il 
di lei fiato dopo quefio cambiamento. 

J * 

V. 

Nel calcolo delle quantità infinitamente piccole fi di- 
fìinguono differenti ordini di differenziali . Si chiama Dif- 
ferenziale di i.° ordine quello che abbiamo or ora diffinito, 
cioè la fluflione d’ogni quantità variabile: Differenziale di 
2.° ordine la fluflione di quello primo differenziale confide- 
rato ancor effo come quantità variabile: Differenziale di 3. 0 
ordine la fluflione di un differenziale di 2. 0 , e cosi di leguito. 

Le quantità collanti d’ ordinario fi efprimono colle 
prime lettere dell’ alfabeto, e le variabili colie ultime. Il 
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del Calcolo Differenziale ec. 3 

differenziale di i.° ordine fi dinota, come fi è detto, colla 
lettera iniziale d fcritta alla finiftra della variabile; il dif- 
ferenziale di 2. 0 ordine colle due lettere dd y oppure colla 
fola cifra d * fcritta allo fleffo fito; il differenziale di 3. 0 
ordine colle tre lettere ddd , o più brevemente colla cifra 
d' ec. Noi dunque in progreffo non altrimenti ci fervi- 
rcmo delle lettere d' , d\ d' ec. che per caratteriftiche dei 
differenziali di i.°, 2. 0 , 3. 0 , ... ec. ordine delle quantità 
variabili, di forte che, fe x efprimerà una variabile finita, 
dx ci indicherà il di lei differenziale di i.° ordine, d l x 
quello di 2. 0 ordine, d' x quello di 3. 0 , e in generale il 
differenziale di ordine ra. er ""° della quantità * fi efprimerà per 
d^x. Solo fi avverta che ciafcuno di quelli differenziali de- 
ve fcriverfi col fegno pofitivo fe per effo crefce la varia- 
bile, e col negativo fe la variabile decrefce. 

La quantità collante non effendo foggetta a veruna va- 
riazione, benché infinitefima di qualfifia ordine, non ha dif- 
ferenziale di veruna forte; cioè qualunque fuo differenziale 
è eguale a zero. 

VI. 

Per poco che fi rifletta filile quantità infinitefime di 
ordine fuperiore fi capifce facilmente che un’ infinitefima di 
2. 0 ordine deve effere rifpetto ad una di i.° ciò che una di 
i.° è rifpetto alla quantità finita, ovvero all’ unità, che 
un’ infinitefima di 3. 0 ordine è rifpetto ad una di i.° ciò 
che una di 2* è rifpetto alla quantità finita, e cos'i delle 
altre. Quindi data una quantità infinitamente piccola farà 
facile il conofcere l’ordine infinitefimo a cui efla appartiene. 
Per efempio dxdy è infinitefima di 2. 0 ordine, poiché dxdy : 
dx : : dy : j ; dxdydz è di 3. 0 , poiché dxdydz : dx : : dydx, : I ec. 

A 2 
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4 Nozioni e Regole 

Dunque il prodotto di 2, di 3 , di 4, ec. quantità infinite- 
fime di primo ordine è un’ infinitefima di 2. 0 , di 3.°, di 
4. 0 ec. ordine rifpetto alla quantità finita od all’ unità. 

Allo lidio modo fi dimoftra che il quadrato, il cu- 
bo , e in generale la potenza m.' fim * del differenziale dx 

è un’ infinitefima di 2. 0 , di 3.% di m.'*’'” 0 ordine: 

Quelle potenze di dx fi Icrivono d’ ordinario in quello 

modo dx 1 , dx ' , dx m . Conviene però offervare a non 

confondere quelle potenze di dx co Differenziali di i.° or- 
dine delle varie potenze di #, cioè co’ Differenziali di **, 

..... x m , i quali, a fcanfo d’ogni equivoco, fi pofi 
fono feri vere cosi </(*'), d(x"). 

VII. 

Calcolo Infinttefimale fi chiama Fanalifi , ovvero il 
modo di calcolare tutte le predette quantità infinitamente 
piccole. Sua prima parte è il Calcolo Differenziale , chiamato 
altrimenti Metodo diretto delle flufiioni , perchè infegna a 
ritrovare i differenziali di ogni ordine per le varie funzioni 
di una o più variabili. La feconda parte fi chiama Calcolo 
Integrale , 0 Metodo inverfo delle fi u filoni , e conlìfle nel re- 
greffo del Calcolo differenziale, ovvero nel metodo di ri- 
trovare la funzione a cui appartiene un dato differenziale. 

Il principio a cui le regole di quelli due Calcoli fono 
appoggiate è il feguente: 

Vili. 

c. 

Se due quantità finite , ed in fe determinate non dijfe- 
ri/cono tra loro che di qualche quantità infinitamente piccola 
effe fi devono a fi umore per eguali. Poiché egli è evidente che 
fe due quantità finite omogenee non fodero eguali , ma a vef- 
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del Calcolo Differenziale ec. 5 

fero tra loro alcuna differenza, quella farebbe finita . Dun- 
que fe tra due quantità finite omogenee non paffa una d if. 
ferenza finita, quelle due quantità fono tra loro eguali; 
cioè fe la fuppofla differenza è infinitamente piccola, le due 
quantità finite fono rigorofamente eguali tra loro. Parimente 
devono affumerfi per eguali due quantità infinitefime di qual- 
lifia ordine quando non differirono che di qualche infini- 
tefima di ordine fuperiore. Cioè le quantità infinitefime di 
ogni ordine devono fempre difprezzarfi nel calcolo quando 
ritrovanfi unite co’ fegni -f" 0 ’ - " a quantità finite od infi- 
nitamente piccole di ordine inferiore. 

IX. 

Problema . l.° Cercare il Differenziale della fomma 0 
della differenza di più quantità [empiici variabili , ecojlanti 
Sia propolta la funzione x-f-/ — •* + * — b , nella quale 
*, >, z fono quantità variabili, ed a, b quantità collanti 
La quantità x dopo di avere variato d’ una porzione 
infinitamente piccola fi mura in x-f-dx, la y in y -fi- dy , 
la z in a -f le quantità a y b non poffono variare per- 
chè fono collanti, e la funzione data fi muta in + 

y-\ -dy — 1 z — dz-\-a — b. Il differenziale d’ una data fun- 
zione è la differenza tra lo flato della medefima avanti un 
cambiamento infinitamente piccolo, ed il di lei flato dopo 
quello cambiamento (IV.): dunque il differenziale cercato 
farà la differenza tra x-\-y — -zff -a — b , ed x-f -dx-\-y-\-dy 
— * — 'dz-\-a — 6 , cosi elfo farà dx-\- dy—dz. 

X. 

COROLLARIO. i.° Quindi per avere il Differenziale 
della fomma , 0 della differenza di più quantità femplici 
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6 Nozioni e Regole 

variabili , e cojlanti fi uniranno infieme i differenziali delle 

fole variabili co loro proprj fegni. 

XI. 

Corollario z.° Tutte le quantità collanti aggiunte 
o levate da una funzione di quantità variabili non mutano 
il di lei differenziale; poiché dx-{-dy — dz è il differen* 
ziale non meno di — z, che di x-f -y — z-f -a — b. Dun- 
que fe due o più funzioni non differifcono tra loro che di 
quantità collanti, comunque aggiunte o fottratte, avranno 
uno fteffo differenziale. 

XII. 

PROBLEMA 2.° Cercare il Differenziale del prodotto di 
pii t quantità variabili , e cojlanti . 

Sia primieramente il prodotto ax d’ una variabile x, 
e d’ una collante a. Per ritrovare il fuo differenziale li 
rifletta che x dopo un cambiamento infinitamente piccolo 
diventa x-{-dx, ed il fuo prodotto con a fi cambia in ax 
4" adx ; dunque tolto da quelto prodotto il dato ax , il 
reflìduo adx farà il differenziale cercato di ax. 

Sia in 2. 0 luogo il prodotto xy di due variabili . Dopo 
un cambiamento infinitamente piccolo x fi cambia in x-\-dx , 
y in > + ed il prodotto loro xy in (x-\-dx)Jy-\-dy) = 
xy 4- xdy 4" ydx -f- dxdy. Dunque l’ecceffo del prodotto xy 
4” *dy 4 ~ydx 4~ dxdy fopra xy , ci oè xdy 4* ydx 4" dxdy farà 
il differenziale di xy y e trafeurando la quantità infinitefima 
di 2 .° ordine dxdy , la quale fvanifee in confronto delle al- 
tre, farà il medefimo differenziale xdy -{-ydx. 

Sia inoltre il prodotto xyz di tre variabili. Dopo il 
folito cambiamento fopravvenuto in ciafcuna variabile, il 
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del Calcolo Differenziale ec. 7 

prodotto xyz fi cambia in (x -f* d*) . (y -+ dy).{z-\-dz) = 
xyz -fr yzdx -(- xzdy -f- zdxdy -f- xydz 4” ydxdz -f- xdydz -j~ 
dxdydz. Dunque tolto xyz da quello prodotto, e trafcurati 
tutti i termini di ordine inferiore, fi avrà xydz + xzdy + 
yzdx pel differenziale di xyz. 

Allo fteflo modo operando fi trova d (xyzv) = xyzdv 
+ xyvdz 4~ xzvdy + yzvdx ( * ) . 

XIII. 

Corollario i.° Da tutte quelle funzioni differenziate 
fi ricava generalmente, che il Differenziale del prodotto di 
pili quantità variabili , e cofianti fi trova moltiplicando il 
differenziale di ci a/cuna variabile pel prodotto di tutte le 
altre quantità variabili , e cofiantì , e fommando infieme tutti i 
prodotti » 

XIV. 

Corollario 2. 0 Con quella regola fi hi 

d (x 4" d). y~h b = (x -f - a).d (y -f -b) 4* (p + b).d (x a); 
ma (x -f- a).d(y 4- b) — (x 4“ a).dy = xdy 4" ady, 
ed (y 4* b).d(x -f- x) = (y 4" b),dx — ydx 4- bdx 


(*) Trovato il differenziale del prodotto dì due variabili xy, i differenziali 
degli altri prodotti xyz, xyzv fi poffono ottenere con femplici folli ru- 
zioni . Cerchili per efempio il differenziale di xyz : pollo xy=pCi avrà 
xyz—pz, e d(xyz) = d(px) ; ma pel cafo delle due variabili deve effere 
d(ox) — pdz -(- zdp : dunque farà d(xyz) zzpdz -f- zcìp , ed elfendo pari- 
mente dp — d(xy ) = xdy -J- ydx farà d(xyz) — xydz -j- xzdy -}- yzdx . 

Similmente richiamato il prodotto xyzv alla forma pv coll’ eguagliare xyz 
a p fi avrà d(xyzv) = d(pv) — pdv -j- vdp ; ma dp == d(xyz) — (pel cafo 
precedente) xydz -f- xzdy 4* yzdx . Dunque farà d(xyzv) = xyzdu-^-xyvdz 
4“ xzvdy -f* yzvdx . 
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8 Nozioni e Regole 

Dunque d(x-f-a . yf-b)=zxdy-\-ady-\-ydx~\-6dx 
d(xy.z-j-Vj=zd(zyz-}-xy vj=zd f xyzj-\-dxyv / =xydzf-xzdy-\-yzdx 
+ xydv -f- xvdy -f- yvdx . 

XV. 


PROBLEMA. 3. 0 Cercare il Differenziale di un quoto , o 
di una frazione i cui termini fono 'variabili . 

Sia quella frazione y 

Si foflituifea x + ófe ad x, ed y-f-dy ad y; fi avrk la 

frazione trasformata — r-r • Ma dall’ attuale divifione fi ha 

y+*y 

x4dx X , dx xrìy dxdy xdy * 

J +^=7 + 7““— 7- +~ + .»ec. Dunque que- 
lla ferie è lo flato di y dopo un cambiamento infinitamen- 
te piccolo, e però il differenziale cercato farà quefta ferie 
fminuita di y, e delle inutili quantità infinitefime d’ ordine 


dx 


fuperiore; cioè eflo farli j — *-y , oflia ridotti i termini 


al medefimo denominatore, ■ ------ (*). 


Co- 


(*) Quello differenziale lì ottiene ancora col mezzo d’una folìituziorfe. 
Si faccia — ~ z farà * = zy , d (— •) 2 dz , e dx — zdy ydz ; 

tlx *dy 

onde dz — — — cioè rimettendo — in luogo dì z , dz s — — — 

y y y 


= Dunque À{ ì L) s &=& , 

y l y y' 
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XVI. 

COROLLARIO i.° Quindi per differenziare un quoto od 
una frazione , i cui termini fono variabili , fi moltiplichi il diffe- 
renziale del numeratore pel denominatore , ed il differenziale 
del denominatore pel numeratore , fi fottragga quefio fecondo 
prodotto dal primo , e fi divida il refiduo pel quadrato del 
denominatore . 

XVII. 


Io di — - è — 

X 

adx xda 

adx 
~x* 


Corollario. i.° Il differenziale di -j-è — , equel- 
poiché , porto da — o y fi ha d 

adx dx / a \ xda — <rdx 

= ? = 

— . Dunque le cortami , per cui fono o moltiplicati 

o divifi i termini di una frazione variabile , punto non al* 
terano le regole di differenziare , rimanendo effe ne’ diffe. 
renziali quali erano nella frazione prima di differenziarli. 

XVIII. 

Corollario 3. 0 Della regola generale ftabilira fi ha 

f xy \ z d(xy) — xydz xzdy -)- yzdx — xydz 

d \~) ? ? * 

' X -f - a \ ( x — a).d(x-fa) — (x-f-a).d (x — a) 


C x — ap 


zadx 


'(S) = 

, / x-f-^ x (X — y). d(x- \-y)-~(x+y)J(x — y) ixdy — 2 ydx 

Vx — y) (x y? (»—/)* 

XIX. 

PROBLEMA. 4. 0 Cercare il differenziale di una varia - 

' B 
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jq Nozioni e Regole 

bile x elevata ad una potenza di qualunque efponente m 

pofitivo , negativo , intero , o fratto. 

Alla variabile * fofUtuito * -f - dx, invece di x m fi av- 
rà la trasformata potenza (xf-dx )". Ma per la notiflima 
formola del binomio ( # -f - dx ) m =s x m + mg"'-' dx 


dx' + 


dx' -f- ec. 


Dunque fpttratro x" da quefta ferie, e negligentati tutti i ter- 
mini in cui dx è inalzata a qualche grado di potenza, perchè 
evanefeenti in confronto di mx m -‘dx y rimarrà quello fol ter- 
mine pel richiedo differenziale di x m - } cioè feri 
d (x m ) = m*"'‘ dx . (*) 

(*) Quello differenziale fi ritrova ancora fenza far ufo del binomio nel 
modo feguenre. 

Sia l’ efponente m un numero intero pofìthro . La potenza ** altro non 
farà che il prodotto di tante x quante unità fono in m , cioè effa farà il 

prodotto di altrettante *,/, s, «, ec. tutte eguali tra foro. Onde 

fe m avrà alcuno tra i valori interi politivi z; 4} 5^ cc. 

Sarà x m —x* es xy . 
x m ~ x’ ~ xyz . 

=: xzyv . 
ec. 

Ora (XII) d (*/) 5= xdy + ydx. 

d {xyz) — xydz -j- xzdy -\-yzdx . 
d (xyzv) SS xyxdv -f- xyvdz -J- xzvdy -f- yzvdx. 

Dunque per c fière x^y~z~o~ec. 

Sarà d (**)=: xdx -f- xdx 3: 2 xdx . 

d (*' ) “ x % dx- f- x' dx -f- x' dx — }x* dx . 

d (*‘ ) =? *’ dx -f- x> dx -J- *1 dx -f- x< dx ss 4** dx . 

ec. 

E in generale d ( x m ) = mx«- ■ dx . 

Sia m un numero intero negativo efpreffo generalmente da — n. 
Pollo x " — y , farà ed 1 = yx* ; onde differenziando fi av- 

rà 0 ss x’ dy nyx ’ dx , poiché n è numero intero pofitivo : dun- 
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Del Calcolo differenziale ec. n 

XX. 

Corollario i.° Quindi ad avere il differeniziale di 
una variabile inalzata ad una potenza di qualfivoglia e/po- 
nente negativo , intiero , o fratto ,/T diminuifca quejlo fuo efpo- 
nente di un unità , cioè fi abbafft di un grado la potenza del- 
la variabile , e fi moltiplichi quefla nuova potenza pel primo 
epfponente y e pel differenziale della variabile prefa fempli- 
cernente . 

XXL 

Corollario a* Con quefla regola fi ottengono i fé- 
guenti differenziali 

d (»y ) sa y d ( V) -f x-d 1 / ) == my'x"- * dn + »**>*“ * ❖ • 


que = — ; — ; cioè per ertere / = *- *, e dy ss d (*“■), farà 


Sia m una frazione pofitiva efpreffa generalmente da — . 

Pofto x~=z y, farà a" S= ; ma n ed r fono numeri interi politivi; 

dunque differenziando avraffi nx m ~ • dx~ry r ~ * dy , e dy — — — 

— — 

tioi per ertere y — x ’ , dy — d (* ' ) , ed>’ “ 1 = — , lari 

m Jf 

J, — x nx 9 * m ~*dx « T"*J 

ei ( x r ) SS ■ — * tur. 

J rx m r 

Finalmente fia m una frazione negativa efprefla da — ~ . 

« ^ 

Porto x ' zz y farà i —y r x' ì onde per ertere» , r numeri interi politivi, 

fj 

differenziando fi avrà o zz rx" y r ~ ' dy -f- ny T x"~ 'dx, e dy zz — —yx ~ * d x . 

m » r 

Ma y — x ’ ,edyzzd(x '). Dunque rimettendo tjuefti valori, li avrà 

rt " — "i 

d (x ’ ) ss — — x r dx. 
r 
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d y’d(_x m ) — x m d(y") ___ mx" ~ ' dx r.x m <ìy 

\ y n / y m y m ^ » 

d (K m +a) m =n(x m +a)'-'d (*"+a) =5 mn (x”+.a)' ~ x"~' dx . 
d (x’-\-a) m — d (# r +•/*)* = t(*' -{- <» ) d ( x r + a ) 

JW 

= =(*'+«) "‘V-*. (*) 


(*) Il differenziale della frazione y, che al problema terzo fi è ritrovato 

col mezzo della divifione, ed alla nota, allo fletto problema con una fotti na- 
zione , fi ottiene anche più facilmente colla prefente regola generale: poiché 

= xy~' t e d ( xy~')=y~' dx -f- xd [y~‘ ) — y~ ’dx — xy~ l dy 

xdy __ ydx — xdy 

1* y' 
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CAPO SECONDO 


*3 


Differenziali delle funzioni logaritmiche , 
e circolari. 


X.: 


XXII. 


i EMMA . Ogni numero pub ejfere rappref aitato da I -f-x, 
ed il fuo logaritmo dalla formala 

log.(i+x) = A ( x — -j-x' + T-x-’ — -j- x* — ec.), 

in cui A è il modulo del fifiema logaritmico . 

La prima parte della prepofizione è per fé manifella . 
Per la feconda parte fi faccia ( i 4- * ) m = i -f- * , log. ( i 4-* ) 
= Ax -f- Bx * 4- CV 4* D*' 4" • • • e c., e log. ( i -f - *) = Az f-Bz* 
-f- Cz' 4" Oz* 4" • • • • ec. : le quantità A , B, C , ec. fono a 
determinarfi col noto metodo de’ coefficienti indeterminati. 
Però fi riduca la prima di quelle tre equazioni ai logarit- 
mi , facendo m log. ( 1 4 "*) = log* ( i 4"*) ; fi moltiplichi 
la feconda per m , e fi eguaglj il prodotto alla terza equa- 
zione. Si avrà mAxf-mBx 1 f-mCx' 4* mDx 4 4“ • ■ • Az-\-Bz l 

4" Cz' 4” Dz' 4" • • « • ec. 

In quella equazione fi foftituilca il valore di z dedot- 
to dalla prima , cioè 2 = (i4*)*-i = ( riducendo 


i 4 -* in ferie ) mx 4 “ 


m . m — I , m . m—i ■ m—z , 

x % 4 *' 4 " ec. 

1.2 1 . 2.3 


Si avrà mAx 4 " mBx' 4 ~ mCx' -f- mDx* -f* 


ec. = 


mAx 4 " 


\ 4 — t.m— *2 . ì 

V. + — — — X [ 

f b f 

*»* B J m> C ) 
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II coefficiente di ciafcuna potenza di * nel primo membro 
fi fupponga eguale al coefficiente della fteffia potenza di » 
nell’ altro memb ro ; cioè fi formino quelle equazioni . 

n m . m — i 

mB = A -f m' B. 


ni . m 1 . m — 2 


A-f-trf.m — t B -f* m' C. 


m ■ m r ■ m — * • » — ? - . m'.m — 1 . m — i 

* B + 

“• — „ 

‘ • m—l , 'm'.m — i 


7— c+>— 


Dalla prima equazione fi ha B = — f A. Quello 
valore di B folìituito nella feconda d'a C = A. I va- 
lori di B y C polli nell’ equazione feguente, danno quello 
di D = — ~A. Continuando a foftituire i valori trovati 
nelle altre equazioni fi trova A > F = — ~-A,..,c c. 

Finalmente follituendo quelli valori alle ftelTe quantità 
BjC ,D , e c. nella feconda equazione log. -(i + x) = Ax -f- 
Bx' -f- Cx' -h Dx 4 -f ec. , fi avrà log. ( i-f* ) = Ax 
— t + t Ax' — -7 Ax 4 -f- t Ax' — .... ec. = 
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XXIII. 

Problema i. Cercare il differenziale di una quantità 
logaritmica y. 

Si faccia log. y = * , e fi fupponga che y , % diventino 
y + dy , z ■+■ dz. Sarh log. ( y 4" dy ) =s z -f- dz ; onde dz 

= log. (y+dy ) — ’z = log. (y -f- <£,) — log. y =5 log. C 
= log.( I + •—). Dunque pel lemma precedente, fcriven- 


do 


dy 


invece di*, fi avrfc log. ( i +• — ) oflìa dz = 


A {ry + -^r — ...ec.) = ( ommeffi 


tutti i ter- 


mini infinitefimi di ordine fuperiore ) —.Cioè d (log .y ) 

jfdy . y 

— ~ » ovvero , fe il logaritmo di y s’ intenderli iperbo- 
Ileo , in cui A— I , farh d ( log.^) = . 

XXIV. 

COROLLARIO I. Quindi il differenziale del logaritmo 
di una quantità variabile fi trova dividendo il differenziale 
della quantità per la quantità fleffa, e moltiplicando il quo- 
ziente pel modulo del dato logaritmo . 

XXV. 

Corollario 2 . Col mezzo di quella regola fi hanno 
quelli differenziali , fupponendo i logaritmi iperbolici . 

d { l. ax ) — — = — ; ovvero , per ‘effere 1. ax 
1. a -f- 1. * , (ari d ( 1. <wr ) =2 d ( 1, a-f-Lx) 2 = ~ . 
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d ( 1. = — -f — , ovvero ^ (1. = dA. x -f- \.y ) 

x y xy ■ 

dx ^ ày ydx -f- xdy 

x y xy 

j(L-) = d( l..-L/) = - _ 

v > / X y xy 

j / i „\ nix*-' dx mdx . . . . . . 

</ ( 1 . X ) = = — ovvero d ( 1. *"j = i ml.x) 

mdx 

x 

d ( 1. *- y = d ( m 1. * )" = a ( « I. *)— — = mn ( 1.*")- — . 


d ( 1 ~r x ) = !. « ) = 


dx 


zadx 

a' x* 


' ( '• ^)=4>-i^)=r - 


<7 -j— X 

xdx ( x* -f- 0 * ) 


+ 


dx 

X 


xdx 

x‘ -f- ó* 


i* dx 
x' -j- A* * 

XXVI. 


x» -f- £» ) » 


Corllario 3.° La medefmu regola ferve a determinare il 
differenziale di un logaritmo di logaritmo, cioè delle quantit'i 
1.1.*; 1.1.1.*; 1.L1.1.*; ec. in cui ciafcuna 1. fignifica lo- 

dx 

garitmo . Imperocché , porto 1 . x ==y ; e però dy = — , fi avrh 


d(ll.x) = d( L,) = Ì= 

N 7 y xL x 

</( 1.1.1. *) = d(U.,) = ~ = 

yly 


dx 

X I.X I. I. X 


i(im,)=v(ui.,)= 7 ~l I7 


dx 

xl.xl.i.xl.1. I.X* 


e 
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logaritmiche f circolari. 
e in generale </(!.**) 

per 1.', 1" il logaritmo di z .° , di 3. 0 .... 

dine . 


*7 

— , indicando 

X 

. di m.* fi “® or- 


XXVII. 

Corollario 4 .° Dall' equazione d (Iog.#)= — fi ha 

* d(\o%.x)=zdx. Dunque il differenziale di una quantità 
qualunque variabile è eguale alla quantità Jleffa moltiplicata 
pel differenziale del fuo logaritmo. 

Con quella /ola regola fi poflono determinare tutti i 
differenziali ritrovati nel capo precedente con altrettanti 
metodi particolari: poiché 

I.” J(*y) = *,d (W)B.,(± + ±y=,j,+,i,, 

‘•'(7) = 7 

*Jy ydx — 

3-° d(x m )=x m d (1. «") =*" d(m. In) ss *" ( 

= mx—'d*. * J 

XXVIII. 

✓ 

Problema a.* Cercare il differenziale di una quantità 
efpanenzialc , cioè di una potenza il cui ef ponente fi a va- 
riabile . 

Sia primieramente a”. Si faccia a m =y; Giri xla =l.y, 

d ( a •) = dy 1 1 . adx -y-; onde dy = yladx; cioè fofti- 

tuendo i valori di y e dy , farà d(a m ) ss 1. ain . 

C 
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18 Differenziali delle Funzione 

Sia k> . Porto x 3 = * ; farà y J.*= sls x , d (*’) = dz, 

d (y\.x)= \,xdy + onde dz=s,z + 

cioè d(x , )‘= x 3 ( 1. X dy = x 3 1. xdy -f-yx 3 ~' dx. 

Sia la quantità efponenziale di fecondo ordine a*\ 

Porto a' y = z , farli d ( a**) = dz , x 3 1 . a == 1 .,* , — = 

1. a d ( x 3 j —( cafo precedente ) 1. a ( x* 1. xdy -f -yx 3 ~’dx ) , e dz 
= z 1. a ( x 3 1. x/y -f- jx’ - ' </x ) = rf rJI 1. 4 ( x’ 1. xdy 'dx ) . 

Allo rterto modo fi trova che il differenziale di x" ,è 
x yt (y'x~' dx+y’ l.y l xdz + zy'~' i. xdy ) • poiché fatto 

' f/l» 

= v, fi avih d (x yt ) = dv; 1. v =/ 1. *; = J(y'Lx) 

= y d ( 1. * ) + 1. x d (y* ) = U (/* l-.ydz+zy-'dy ) ; 

onde moltiplicando per o>, e rimettendo per v > e dv i loro 
valori farà dv , oflìa d ( x v l )=^ x »* (y’ #T ’ * 4 “^/ !• *d* 
-f- zy*~' 1* xdy ) • 

Da quelli differenziali fi vede che qui pure ha luogo 
la regola ftabilita nell’ultimo corollario del problema pre- 
cedente j cioè che il differenziale di ogni quantità o funzione 
compofia comunque o di fole variabili , odi variabili e colan- 
ti è fempre eguale al prodotto della fteffa quantità o fun - 
zione nel differenziale del fuo logaritmo. 

XXIX. 

PROBLEMA 3. 0 Determinare il differenziale di una fun- 
zione circolare corrifpondente ad un dato arco od angolo va- 
riabile X, : , ■ ■ 

Si foftituilca x -f- dx in luogo di x . Si avrà 
i.° Pel differenziale del Seno 
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LOGARITMICHE E CIRCOLARI . 

Sen. ( x+dx) =s SeD. * . Cofr dx -f- Cofr x. Sen. dx , fup- 
pofto il raggio =3= 1 (*) . Ma frapponendo Cof. dx = Rag- 
gio = 1 , e Sen. dx = dx; cioè il cofeno di un arco in- 
finitamente piccolo eguale al raggio, ed il di lui freno 
eguale ali* arco fteflo (**) , fi avrà Sen. ( x -f- dx ) = • 
Sen. x -f* Co f.x.dx. Laonde crefcendo 1 ’ arco x della por- 
zione infinitefima dx , il di lui freno crelce della quantità 
Cof. x . dx . Dunque Cofrx.dx farà il differenziale del freno 
dell’ arco x : Cioè il differenziale del feno di un arco circo- 
lare , il cui raggio fi fuppone = r , è eguale al differenziale 
dell' arco moltiplicato pel cofeno dell'arco fieffo. 

2. 0 Pei differenziale del Cofeno • 

Col*. ( x-f*dx) = Cofr x.Cofr dx — Sen. x. Sen. dx , fratto il 
raggio = t ; frapponendo come fropra Cofr dx — Rag. = 1 
e Sen. dx = dx, fi avrà Cofr (x dx) — Cofr x — Sen.x.dx. 

(*) Queffa e le altre formole che verrò efponendo intorno alle funzio- 
ni circolari C trovano in ogni compendio di trigonometria piana. Siano a, b 
due archi di circolo , il cui raggio fi fuppone = t : 

Il fieno della loro fomma farà Sen. a. Cof. b -f- Cof. a . Sen. b. 

Quello della loro differenza .... Sen. a. Cof. b — — Cof. a. Sen. b. 

Il cofeno della fomma de’ mcdL archi. Cof. a. Cof. b — Sen. a. Sen. b. 

Quello della Differenza ....... Cof. a. Cof. b -f- Sen. a. Sen. b. 

Se» a 

La tangente dell’ arco a farà = poiché Cof. « : t :: Sen. a : Tang.a . 

Cof 7 

La Cotangente di a farà = Sen*T’ P°' e ^ Sen. a : C°H a 1 : Cot. a. 

La Secante = r - , e la Cofecante = — — ; poiché Cof. a : 1 : : 1 :Sec. a, 

Cof. a Sen. a 

e Sen. a : 1 : : 1 : Cofec. a ec. 

(**) Il cofeno di un arco zero é eguale al raggio : dunque il cofeno 
di un arco infinitefimo può fupporfi eguale al raggio. I feni degli archi pic- 
coliffimi fi confondono cogli lleffì archi: Dunque ai feni degli archi infini- 
tefimi fi pofsono follituire gli archi ftefli, e viceverfa. 

C 2 
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20 Differenziali delle funzioni 


Onde crefcendo 1’ arco * della porzione infinirefima dx ì il 
di lui cofeno decrefce della quantitk Seti. x.dx. Dunque 
— Sen. x . dx , fark la fluffione del cofeno del medefimo arco : 
cioè il differenziale del cofeno di un arco è eguale al diffe- 
renziale dell' arco moltiplicato pel feno dell' arco fteffo . 

3, 0 Pel differenziale della Tangente , pollo Tempra il 

raggio = i , fi ha Tang. x = . Dunque d (Tang. x) 

__ , / Sen. x v Cof. *. d ( Sen. x. ) — Sen, x. A ( C of.y ) 

* v Cof. x J — Cof.* * “ 


Cof.* x. tir 4- Sen.* x. dx 


Cof.* 


dx 

c7fTT 


( CoC* x 4* Sen .* x ). Ma 


Cof* x -f Sen.* x (Ràg.)* = i. Dunque d (Tang. * 


cioè il differenziale della Tangente di un arco circolare è 
eguale al differenziale dell' arco divifo pel quadrato del co- 
feno dell' arco fteffo . 

4. 0 Pel differenziale della Cotangente fi ha Cotang. * 

8=3 f— • Dun< * ue d “ rf (SriD 8=3 

Sen. x .d{ Cof.*) ~ Cof. x, d ( Sen . x ) _ ■ — Sen,* x. dx — Cof* * ■ dx 

Sen.* . * Sen.* . x 

sss ~ - Ìi f Sen.’ x -j- CoC x ) = — : cioè il diffe- 

Seo * x v Sen.* * 

renzialc della Cotangente di un arco è eguale al differenziale 

negativo dell ’ arco divifo pel quadrato iet feno dell' arco 


fteffo- 

5. 0 Pel differenziale della Secante fi ha Sec.* sc. -^ — . 

Dunque d{ Sec. *) = -—c=—— : 

cioè il differenziale della Secante di un arco è eguale al pro- 
dotto del differenziale dell' arco nel feno dell' arco fteffo , divifo 
pel quadrato del cofeno. 
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6 .° Pel differenziale della Cofecante, fi ha Cofec. * 

- S^T 7 ' Dunque d ( Cofec..) = ( )=- 

Cof. x . dx • i . 

C= Seri » » ~ ’ cloe ^ differenziale della Cofecante di un 

arco è eguale al prodotto negativo del differenziale dell' ar- 
co nel cofeno dello (lejfo arco , divifo pel quadrato del feno • 

XXX. 

Corollario i. 9 Dal differenziale di ciafcuna delle pre- 
cedenti funzioni , è fàcile il paffare a quello dell’ arco *, 
Non fi ha che a (volgere la * da quel differenziale : cosi 
fi avrà I.- J* = . 

Col. x 

o , * d ( Cof.» ) . i 

Sen. * 

3-° dx = Cof* x . d ( Tang. * ) . 

4. 0 dx = — Sen.**. d (Cotang. h). 

Cof. 1 X , d ( Sec. * ) 


5. 0 dx 
6.° dx=: — 


Sen. x 

Sen.* * . d ( Cofec. x ) 
Cof.* 


xxx r. 


Corollario a. 0 Pofte tutte quelle formole differenziali. 
Sia y una funzione qualunque dell’ arco circolare * ; cioè 
i.° Sia y il feno dell* arco *. 

Sarà dx = ^===; poiché, fatto il raggio eguale all’unità, 

farà Cof. * e= V" 1 — Sen.** , e foftituiti i valori nella 
prima formola del corollario precedente dx = 

Cof. * ’ 
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dy • 

avralfi la trasformata dx = _r — ■ — • 

v' i — y 

2. 0 Sia y il Cofeoo dell’ arco *; per la feconda for- 

4 t dy 

mola dello fteflo corollario fi avrà dx = — — 

V' i — y* 


poiché Sen. x = i — Coll’*. 

3. 0 Sia y la tangente. Per la terza formola fi avrà 

dx = — 7- — : poiché Cof. * = — = '—-=z • 

4. 0 Sia y la Cotangente . Per la quarta formola fi avrà 

d x ~ — dy - : poiché Sen.* = -77 = — — 

5. 0 Sia y la Secante. Per la quinta formola fi avra 
; poiché v'Sec.*# — 1 = Tang. * = 


dx = 


dy 


y\/ y'~ l 


Sec. * . Sen. * , e Cof. * 5=5 ^ — ; onde Sen. x 


Coli** = 


Sec. * 
Cof.* K 


^ bec.* x — 
Sec. x 


Sec.* x 1 6 Sen. x Sec. x . v" Sec.* * — t 

I 

6.° Sia finalmente y la Cofecante . Per l’ ultima formola 


delio fteffo corollario fi avrà dx = 


— dy 


; poiché 


y *> — / 

^Cofec.* * — 1 = Cotang. x = Cofec. x. Coli *, e Sen. * 

1 j r' r ^ Cofec.* x — 1 p t 

= onde Cof - * ” — > Seu - *— > 


Cofec. x 


Sen.* x 


1 •« ' 


Cof* x Cofec. x • V Coiec.* x 1 
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CAPO TERZO, 

Differenziali di ordine superiore . 

XXXII. ' - h 

Differenziali di ordine fuperiore ff prendono come i dif- 
ferenzialii di i.° 

Sia X una funzione di x,ed X'dx il fuo differenziale 
di primo ordine, in cui X' è ancora una funzione di x. 

Si differenzj X'dx riguardandolo come il prodotto del- 
le due variabili X', dx. Sarà d(X'dx) = dxdX‘ -f- X'ddx; 
e fupponendo che il differenziale di X' (la X"dx , in cui X" 
efprime una nuova funzione di x, farà d( X'dx ) = 
X'dx 1 -f- X'ddx il a.° differenziale di X. 

Si differenzj quell’ ultimo differenziale riguardando i 
due termini X"dx* , e X'ddx come due prodotti delle quat- 
tro variabili X", dx*, X',ddx. 

Sarà d ( X'dx* ) = dx* dX' + iX'dxddx , 
e d ( X'ddx ) = X'dxddx -f" X'd' x . ' 

Onde fupponendo dX' = X'"dx fi avrà X"dx’ + jX"dx ddx 
-f- X'd' x pel differenziale di 3. 0 ordine della funzione fi- 
nita X. 

Continuando ad operare nella fteffa guifa avraffi il 
differenziale di 4. 0 , di 5. 0 , ec. ordine. 

XXXIII. 

COROLLARIO . Quindi ad avere un differenziale di or- 
dine fuperiore di una data funzione . i. 

l.° Si prenda il differenziale di primo ordine della data 
funzione . 
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24 Differenziali 

2.° 5"»' prenda il differenziale di quefta prima funzione 
confi dorando come altrettante variabili ì e le variabili jleffe , 
cd i loro differenziali’, con che fi avrà il differenziale di 2. 
ordine della data funzione. 

3. 0 Si differenzj quefia feconda fluffione , fupponendo 
variabili le variabili jleffe , i differenziali loro di I. ordine , 
e quelli di l.° : ciò fatto , l' ottenuto differenziale farà di 
3. 0 ordine. 

Similmente operando fi troveranno i differenziali di 4. 0 , 
5. 0 , ec. ordine . 

Efempio i.° fi cerchi il differenziale di fecondo ordine 
di x — y + a . 

Differenziando quefta funzione fi ha dx — dy , 
e differenziando quefta prima differenza fi ha ddx—ddy; 
dunque far'a dd ( x — y + a ) = ddx — ddy. 

Efempio 2. 0 Vogliali la feconda differenza di xy. 

Si ha Differenza prima</(x^) = x</>+>’^* . 

Differenza feconda d ( xdy f-ydx ) = d(xdy)f-d ( ydx ) . 

Ma J ( xdy ) = x ddy -f- dxdy , 
d (ydx) zzzyddxf- dxdy . 

Dunque dd ( xy ) = xddy + yddx + tdxdy , 
Efempio 3° Sia propofto dd ( xyz ) . 

Differenza prima d (xyz) = xydz -f xzdy+yzdx. 
Differenza feconda d(xydz + xzdy f-yzdx ) = d ( xydz) 
4 * d (xzdy-\-d(yzdx). 

Ma d ( xydz ) = xyddz + xdzdy f-ydzdx , 
d ( xzdy ) = xzddy -j- xdzdy -f* zdydx , 
d (yzdx)=yzddx -fydzdx- j- zdydx. 

Dunque dd (xyz)=z xyddz-j- xzddy +• yzddx -f- 2 xdzdy 
-f- lydzdx -1" izydx. 

Efem- 
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*S 


1 




t“1 C 


Efempio 4. 0 Sia dd (-—)• 

Differenza i.* d (y-) = y ±Z 
Differenza a.- „ (^*) ~ rf(±- *) - <(Ì) 

-'(?)■ . . 

Ma d (~\ 

\ y ) y > 

J ( \ __ >* «•'ty' -f~ 7* <fa(r — 2*/<(y* 

' /* ✓ 7 

J'tddy Q-ydxdy — irr/jr» 


Dunque = yddx—dxd, __ ,_^dy + ydxdy — „dy 

— y ' ll ' lx '-ydxdy -f- 2 xdy 1 yxddy 

y * 

Efempio 5. 0 Sia dd ( #") . 

Differenza i.‘ d(x m ) = mx m ~'dx . 

Differenza 2/ ( mx"~ 'dx) = mx”-’ ddx -f m . m — 1 dx ' . 

Cioè dd (x m )== mx m ~' ddx ff- m . ni — >1 dx' . 

Se l’ efponenre m aveffe qualunque valore , per efempio 
m — — , ponendo — in luogo di m ,avrebbelì 


dd (x " ) , offa dd x' — ddx - h 


a- Or 


Efempio ó.° Sia ancora propofto dd (a’). 
Differenza 1.* d(a’) == (XXVIIf.) a" K tòt . 


D 
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Differenza 2.* d ( <*" 1 - odx ) = <f d{l^xdx)-\-l.tìdxd(a ). 

Ma a‘ d(l.adx)z=ztf l. ttddx , \ . 

I adxd (✓)=✓(!. afd*. 

Dunque dd (a* ) = a" 1 . addx -f- a" ( 1 . a )* dx ' • 

Efempio 7° Vogliafi finalmente la terza differenzadi xy 
Sarà (Efempio 2.°) dd (*y) = xddy +yddx + 2dxdy . 

E però differenza 3.* d ( xddy -{-yddx + 2 dx.ìy j — d ( xddy ) 
-j-d(yddx ) -f -d( ldxdy ) . 

Ora d(xddy) — xd'y + ddyd * , 
d ( yddx ) = yd' x -f- ddxdy , 
d {ldxdy) — idxddy -f 1 ddxdy . 

Dunque d'{xy) — xd'y + ddydx + yd' x -j- ddxdy -f 2 dxday 
h iddxdy . 

XXXIV. 

E’ fuperPuo 1 ’ addurre altri efempj : i metodi generali 
che abbiamo infegnati badano a determinare i differenziali 
di ciafcun ordine per ogni funzione comunque comporta di 
quantità algebriche e trascendenti . Soltanto fi avverta che 
fe in paffando dalle prime alle fuperiori differenze , fi 
prenderà per cortame qualche differenza di 1.° ordine , le 
formole differenziali ricercate, faranno e più facili a deter- 
mi narfi , e più femplici dell’ ordinario. Si vogliano per e- 
fempio tutti i differenziali di x m col fupperre cortame la 
differenza dx . 

Sarà dx m — mx m ~'dx . 

d' *"■= d ( mx m ~'dx ) = m.m — 1 x m ~' dx' ; poiché ddx — a 
d' x“= d ( m.m — I x m ~ l dx x ) = m.m — 1 . in — '2 x m ~'dx' . 
d A x m zzzm . m — 1 . m — 2 .m — 3 x m ~'dx‘ . 

E in generale d" x m = m . m — 1 . m — 2 . . . .( m — n -}* 1 ) x m ~ m dx*l 
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CAPO QUARTO. 


Uso del Calcolo Differenziale 

NELLA FORMAZIONE DELLE SERIE. 


Ola * una variabile , ed y una qualunque fua funzione . 
Per un numero indeterminato di volte fi accrefca ciafcuna 
di quelle due quantità del fuo ricettivo differenziale , riguar- 
dando Tempre come collante l’ infinitefìma dx , e fi prendano 
i diverfi flati di y per funzioni degli corrifpondenti di *; cioè 
ai valori x +</#> *4" idx, x ■+• 3 rfx, ec. fi facciano corrifpon- 
dere ordinatamente le funzioni difpolle nella tavola feguente. 


Valori affanti. 
x 

x -j- dx 
x -f- 2 dx 
x + 3 dx 
x -f- 4 dx 
x -f- $dx 
ec. 


Funzioni corrifpondenti . 

y 

y 4 - dy 

y 4 - zdy 4 “ ddy 

y 4 - 3dy 4 - 3 ddy 4 * d'y 
y 4 " 4 dy 4 " 6ddy 4 " 4 d'y 4 " d* y 

y + sdy -j~ toddy-f- iod’ $d‘y -{- d’y 


Dall’ andamento di quelle funzioni fi vede chiaro , 
che tolto il 1° termine y in ciafcuna delle medefime, i 
coefieienti numerici di dy ne’ fecondi termini fono i nu- 
meri in ferite naturale o, 1, 3 , 4 , . . . ec. , e che chia- 
mando n ciafcuno di quelli numeri i coefieienti de’ termi- 
ni in ciafcuna di quelle funzioni fono fecondo quella leg- 


n . n — — 1, n 


— 1 n . n — i . n — 2. w— — 3 
5 ‘ 


x. 2. 3. 


1.2. 3.4. 


ec- C) 


(*) Qpefti Coefficienti fono quegli (tedi del Binomio Neutoniano. 

C 2 
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28 Uso del Calcolo Differenziale 
Dunque in generale la funzione corrifpondenre al valore 

n I . n i 


x -f- ndx farà y -f“ ndy -f- 


i . 2 


ddy 


i. 


ì 


d'y + 


d“ y -f- ec. 


n . n — i . n 2. n — j 

“ i. 2. 3 - 4- 

Si chiami z queft’ ultima funzione di x -f- ndx, e fi 

alluma n infinita . I numeri finiti negativi — i , — 2 , 

— 3, — -4, ec. potranno trafcurarfi in confronto di ?/, cioè 

a ciafcun numero n — 1 , n — 2,« — 2, ec. potrà foftituir- 

fi n y ed alla generale funzione di x + ndx la trasformata 

n*d*y . . . c 

-f-ec.,111 cui ciafcun 


, n* ddy , n> d< y 

z—y +ndy-\-— 7-4 


1.2 1. 2 . 3 1.2. 5.4 

rermine, oltre , per elfere il prodotto di due quantità 
1’ una infinita, e 1’ altra infinitamente piccola dello ftefl'o 
ordine, farà quantità finita (*) . 

Facciafi in oltre la quantità finita ndx = <p , faià x-\-nds 

=5 x + 9 > ed n =s -■ - . Quello valore di » foflituito nel. 

la trasformata equazione darà la nuova forinola generale 
cpdy (p l ddy tp' d'y (p'd^y 

« = y + ~rr + rr~ 4 - 


dx 


1.2 dx l ' 1.2. 3 dx' 1.2.3.41/# 


7 + ec.* 


(*) Siccome n è quantità infinita farà n = co ; ma dy è una quantità 
infinitamente piccola, quale pub riguardarli come il quoto di una quantità 

finita qualunque h dittila per un infinita oc : dunque farà dy =— , dy 1 — — 

^ 00 

I ^ /j® 

dy' — — ■ ec., e quindi fofìituendo avraffi ndy oo . — - = h , n* dy' — «,* . — 

so' 00 * 

JL| 

~h^ j 0 ®*, — ■ ~ A' ec. Cio£ il prodotto di due quantità I’ una infinita, e 
00 

l' altra infinitamente piccola dello ftefio ordine , farà quantità finita . 
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i cui termini faranno tutti finiti. (*) V ufo generale di 
quella forinola nella formazione delle ferie è indicato ne’ 
feguenti problemi . 

XXXVI. ; 

PROBLEMA I. Ridurre in ferie infinita la potenza 

Si faccia ( x-f <p )” = z ; farà y = x": poiché , effendo.? 
funzione di x , e z una fintile funzione di *-|-<j), non può 
fupporfi z = (x-fjp)", quando non fi faccia ancora > = x". 

Pollo adunque collante la dx e differenziando continua* 
mente 1’ equazione y = x m fi avrà 

dy 

* —— = mx 

(IX 

ddy - 

, :=; >», m — i x m ~< 
dx x 

d 1 y 

— — = m • m — i . m — 2 

dx 1 

= . m — 1 . m — 2 m — 3 H m ~^, 
ec. 

Quelli valori follituiti nella formola generale daranno 
la ferie infinita ( x+ <p) ra == x (p* 

« 7— + ec.,(**) cioè la notiflima cfpref- 


(*) Due quantità infinitefime dello fieffo ordine devono avere tra loro 
un rapporto finito: Dunque dividendo l’una per l'altra avrafTì un quoto che 
farà quantità finita . 

(**) Quella ferie fi può ancora ritrovare fenza l’ajuto dell’ufata formo- 
la generale nel modo feguente. 
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30 Uso del Calcolo differenziale 

{ione del binomio Neutoniano , di cui ciafcuno fi 1 u(o nel- 


Cercì» primieramente la potenza m del binomio t -j- *, e perciò fup- 
pongo (i-(-*;" = i +Ax 4 B* 1 + Cx> 4 Dx* -}- ec. : metto i al prin- 
cipio deila ferie perché qualunque potenza di t -J— x ha i per primo termine. 
Differenzio quella equazione ed ho m ( i 4 * ) m ~'dx = Adx 4* i Bxdx 
_j_ ^Cx'dx 4 4D.r , r/r-f- ec., ovvero , dividendo pel comun fattore dx , 
( , -f- x )*»- ■ — A -j- ìBx -f- jCx 1 4 4 Dar* 4 ec. (A?) Quell’ equazione deve 
aver feaipre luogo qualunque fia il valore di x. Riguardo adunque la x co- 
me quantità infinitamente piccola , ed ommetto nella itella equazione tutte 
j termini in cui entra la x , perchè in quella ipotefi fvanifcono in confron- 
to degli altri termini finiti. Così io ho 1’ equazione femplicilRma 
~A , dalla quale ricavo A — m. 

Differenzio di nuovo l’equazione (AI) ed ho m . m—i ( i-f-* i m ' dx — 
%Bdx-\- 6Cxdx+ nDx' dx +ec., offra dividendo per dx, 

m m j ( i 4- x )" - * = zB -f 6Cx -f- 1 1 Dx* 4ec., e riguardando ancora 

la x come infinitamente piccola, cioè togliendo da quell’ uitima equazio ne 
ogni termine in cui entra x ho m.m—i =z B, e quindi B = m.m—t. 
Continuando nell’ illcffa maniera trovo C — m.m — i.m — 2, 


D — 


Tri . m 1 . m— 1 . ni — 


ec. 


I . 2 • ? . 4 

Metto adunque quelli valori nella fuppoda ferie ed ho ( t 4* )“ = t 
m.m — t m.m — i.m—i m.m—i.m — l.m — $ 

+ "T~IT*‘ + — 777-— x, + 


1 . 2 . 3, 


-f- ec. — 

Faccio ( * 4 <P )“ = *"( « 4 , e fcrivendo — 


in luogo di x 


ottengo 


r (, + -2)'=,+» SL + £ + 

'• X-' 1 X 1 l.a x l ‘ 


m.m—i . m — - 2 <J>" 

. — 4-ec. , e finalmente moltiplicando ciafcun membro 

t . 2 . 3 *' 

per x*ho la cercata potenza x*^! 4") > odia (rf (p) = x" 4 

m m . m — t 

+4*-- <J> ■+ 


m.m — 1 . m — s x m ~' 

'* <p‘ + T“T ~ — — <P + ec- 


1.2.3 
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NELLE FORMAZIONI DELLE SERIE . 3 1 

la formazione delle potenze, nella effrazione delle radici, 
nell’ evoluzione in fèrie infinite delle frazioni , e le varie 
trasformazioni in altre ferie più comode e convergenti. 

XXXVII. 

Problema 2.' Ridurre in ferie il logaritmo l.(* ±<p). 
Facciafi 1. ( * -f‘ <p ) = % , farli y ss 1. x , ovvero y = A 1. * . 
(XXII.) 

t . , dy A ddy A d> y 

Onde differenziando — = — ; — = — ; — = 


dx % 


dx> 


— ; ec. e foflituendo quelli valori nella formola generale, 
avrafiì I. (x-f-<p) = l. x -f- A C — — 1 ^ -f-ec.) 

\ ' V / x 2J( x ìx , J 


3 *‘ 4 ^ 

ferie che convergerli tanto più preflo , quanto più piccolo 
farà il valore di <p rifperto ad x. 

Similmente pel fegno negativo fi troverà 1. (x — cp ) 

= \.X~A + — + — + — + ec- ; , ferie che 

fottratta dalla precedente darà l.( x + <p) = l.( ar — (p) -f* 

+ — + ^r+ +ec. J,cioè ì\ — ; 

«P , 0’ <P‘ 0’ , \ 

= 2 A \ — H ~~f f- — r -f ec. 1. 

x 1 5 *‘ 1 5 *« ' •jx' 1 / 

In oltre fe in ciafcuna di quefle ferie fi farà <p = 1 , 
fi avranno le trasformate » ' 

L ( 1 ) = I. »- A (-1 + -jl- + -i- + - 1 - +ec.) 
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jo Uso del Calcolo differenziale 

(Ione del binomio Neutoniano , di cui ciafcuno fi 1 ufo nel 


Cercò primieramente la potenza m del binomio i 4 " x, e perciò Ap- 
pongo ( . 4- * = i -\-Ax +• Bx* + Cx> + Dx« -f- ec. : metto i al prin- 

cipio deila ferie perchè qualunque potenza di i4~*ha i per primo termine. 
Differenzio quella equazione ed ho m ( i -f- * ) m ~‘dx =z Ad x -f- zBxdx 
_j_ jC x'-dx -f- 4 Di' dx -f- ec. , ovvero , dividendo pel comun fattore dx , 
( \ -|- x )“-■ = A -f- zBx -j- jCx 1 -f- 4Dx« -f- ec. ( M ) Quell’ equazione deve 
aver fempre luogo qualunque fra il valore di x. Riguardo adunque la x co- 
me quantità infinitamente piccola, ed ornai etto nella I iella equazione tutte 
i termini in cui entra la x, perchè in quella ipotefi fvanifcono in confron- 
to degli altri termini finiti. Così io ho 1 ’ equazione fempliciflìma 
5 zA , dalla quale ricavo A=zm. 

Differenzio di nuovo l’equazione (A© ed ho m.m — i ( t-f-x)" -1 dx =s 
iBdx 4- óCxdx 4- izDx 1 dx 4 -ec., olila dividendo per dx , 
fn< m —i ( i 4 - x )■"* = ìB -f óCx -f- 1 zDx* -f- ec. , e riguardando ancora 
la x come infinitamente piccola, cioè togliendo da queit’ ultima eq uazio ne 
ogni termine in cui entra x ho m. m— 1 =2 B , e quindi B —m . m 1 . 

Continuando nell’ illeffa maniera trovo C ss m.m — i.m — 2, 


m . m — 1 . m — 2 . ni — ? 

D= , ec. 

I. 2. 3. 4 

Metto adunque quelli valori nella fuppoila ferie ed ha ( 1 4 **)" = 1 


m. m — 1 m.m — i . m — 2 m.m — 1 . m — 2 ,m — 3 

+" x +-rrr~ , ‘ + — r.-rnr~ x, + — — - 

4 - ec. - 

Faccio (x-f(p )-=*■”(. 4-7-) , e fcrivcndo ■— in luogo di x 

. ( . 0\ m . O , «*•”*—« 0‘ , 

ottengo V. 1 + ~) = 1 4 - w — + ~ • 7; + 

- * ■ * ■— 4-ec. , e finalmente moltiplicando ciafcun membro 

(14--^-) » (* + <p) = *• 4 - 

m . m.m — 1 . >11 — s v*'* , , 

+-T*— <P + ~ — *-’0‘+ — 0 + «• 


per x*ho la cercata potenza x 
m . m — 1 
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la formazione delle potenze, nella effrazione delle radici, 
nell’ evoluzione in ferie infinite delle frazioni , e le varie 
trasformazioni in altre ferie più comode e convergenti. 

XXXVII. 


PROBLEMA 2.° Ridurre in ferie il logaritmo l.(x ± q>) . 
Facciafi I.(x+ <p) = z , fari > =]. x, ovvero y == A 1. x . 
(XXII.) 

Onde differenziando = — ; 4r = — — ; 

dx x 1 dx % x' ’ dx> 

— ; ec. e foflituendo quelli valori nella formola generale, 

avraffi 1. (* + <p) = L * 4- A C — — ^ 4" — 4~ec.) 

ferie che convergerà tanto più predo , quanto più piccolo 
farà il valore di <p rifpetto ad x. 

Similmente pel fegno negativo fi troverà 1. (x <p ) 

i ® a. & t i & i à r • u 

= I.x — A 4 - 4 r 4 -T 4- ce. j , ferie che 

fottratta dalla precedente darà 1. ( x 4~ Cp ) = !-(-*■ — <p ) 4* 

4- —4- -4- — 4- ec . ) , cmè IX — ) 

=tA ( *.+ *!.+ *1+ 4 + -)- 

x 5*' 1 j*« 1 7*’ * / 

In oltre fé in ciafcuna di quelle ferie fi farà <p ss i, 

fi avranno le trasformate * 

1. (x4-i) = 1. x 4 -A f— - 1 — 

v ' v x , x % }x i 


,r . -^ + “') 

L ( ^ (-L + _i_ + _i_ + -J- + K .) 
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li Uso del Calcolo Differenziale 

L(,+ , ) = !.(,-, ) + iJ(Ì+±+^+£ + ec. ) 
1. (‘-^) = 2 a (± + _L + _I_ + J_ + «.). 

'X — i / VX 3 *' 5*' 7*’ / 

XXXVIII. 


Corollario i.° Col mezzo di quelle ferie fi polfono 
calcolare tutti i logaritmi di qualunque fillema: poiché dato 
il logaritmo di x dalla prima formola fi avrà quello di 
ac + i> dalla feconda quello di x — >i,efuppollo il logarit- 
mo di * — i, dalla terza fi avrà quello di x-f-i , c vice- 
yerfa. Finalmente colla quarta formola fenza fupporre ve- 
run logaritmo , potrà ritrovarli quello di una frazio- 


ne 


qualunque 


* 4 ~ » 

X I 


il cui numeratore 


fia maggiore del 


fuo denominatore di due unità , e quella formola ballerà da 
ie loia per calcolare ogni logaritmo. 

Per dare qualche faggio della pratica di quelli calcoli , 
fi cerchi primieramente il logaritmo iperbolico di 2. 


Si faccia 


*4-i 


— — = 2; làrà x=3 ed A = i, poiché 


nel fiflema iperbolico il modulo di logaritmi é eguale all’ 
unità ; e follituendo quello valore di * nella quarta for- 
mola fi avrà 


1.2=2 (y + ^ + t^ + t— 
1 

1948017 



+ 


177*47 


+ 


N 
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Quelli termini ridotti in decimali fono 

“ = ° , 3333333 
77 = 0,0123457 

— - — = o , 0008230 

1215 1 J 

— - — = o , 0000653 

15309 ’ 

— ' — = o , 00000 56 

177147 J 

1 

— -- — =s o , 0000005 

1948617 1 J 

Somma, o , 3465734 

Tutti gli altri termini della ferie fono inutili , perchè 
ci accontentiamo di 7 cifre decimali. Dunque farli 
1. 2 = 2 (o, 346J734-) = 0, 6931408 . 

Conofciuto il logaritmo di 2 fi trovano immediata- 
mente tutti quelli delie fue potenze e. radici : poiché 
1. 2"= m 1. 2. 

Quindi 1 . 4 = 1 . 2* = 2 1 . 2 = 1 , 3862936 . 

1. 8 = 1. X — 3 1. 2 = 2 , 0794404 . 

• . , 1. l6 = 1.2* =4!. 2= 2, 7725872 . 


ec. 


‘ • * • m X I 

Ad avere il logaritmo di 3 fi faccia 3, e per- 

ciò # = 2: quello valore foflituito nella ferie darli 


l. 3 =2(^- + ~ + -^+^ + 


10*490 


4 - 


491596 


+ 


2218224 


896 ’ 4608 

•f ec.) 


+ 


22^28 


£ 
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34 Uso del Calcolo Differenziale 

e per eflere ~ = o , 5000000 

= o, 0416666 

= o , 00Ó2500 

= o , 001 1 162 


1 

*4 

I 

160 

I 

8 ^6 

1 


4608 

— 

I 


22528 


t 


106496 


I 



401520 


1 

, — 


= o j 0000443 
s=s o , 0000093 


O , 0000020 


2128224 


= o , 0000004 


Sarà 1. 3 = o , 3493058 X 2 = 1 , op 8 tfn <5 

Col logaritmo di 3 fi trova quello di ciafcuna Tua 
potenza e radice, poiché 1. 3"= »»1. 3; e co’ logaritmi di 
2 e 3 , e delle potenze e radici loro fi trovano tutti quegli 

efpreflì dalle tre formole generali 1 . (2" X 3'), 1 . (“) 1 
, in cui m ed n fono numeri qualunque. 

Se invece di porre = 3 fi farà = ■— , fup- 

ponendo conofciuto il logaritmo di 4, la ferie conver- 
gerà affai più rapidamente ; poiché farà * = 7 , 


e l.i±i=L^-= 2 (- + 
* — « 3 V 7 


1029 84035 


576480 l~j~ €c ') 
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Quindi — = o , 1428571 

7 ^9= o, ooop7i8 


35 


840 j 5 

I 


= O, OOOOI 19 


5^048^7 = 0 > 0000002 


e ^ ~ 0 ) 143841° X 2 =0,2876820. 

Ma 1 . ~ = 1 . 4 — 1 . 3 . Dunque 1 . 3 = 1.4- 


J.-S-S3 

3 


I, 3852P36 — 0,2876820= 1, 0986116. 

In generale cono/ciuto il logaritmo di un numero qua- 
lunque a -f- 1 fi troverà quello di a con una fèrie preftif- 

fimo convergente col porre - * . 

* — i a 

Cerchio ancora il logaritmo di 5. 


Fatto 


** "F* ^ r \ * 6 / I 

~ — 7- , lara * = 1 1 , e 1.— = 2 ( — -f- 
1 5 5 - \ xi 

f.u> 5. 1 ,« 7 . , , t ec * ) > ^rie in cui tutti i terrtùni 

dopo il 3. 0 fono inutili ; poiché 

7J- = °> opopopo 

“^-=0,0002504 

. I 

1 1 , " = o, OOOOOI2 

I 

~ 1 1 ," = O, 0000000 
Somma o, opti 606 

Dunque 1 * -^o, 1823212 , « L 5 = 1 . tf— o, 1823212 = 
1 ,7pi7584 — o, 1823212 = 1 , 60P4372 . 

£2 
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Collo fteflo metodo fi potranno determinare i logarit- 
mi degli altri numeri primi 7 , 1 1 , 1 3 , 17 , ec. , e col mez- 
zo di quelli i logaritmi di tutti i numeri compofii . Solo fi 
deve avvertire, che quanto pii! grandi faranno i numeri di 
cui fi cercheranno i logaritmi , tanto più pochi termini del- 
la ferie fi richiederanno , e che nei numeri maggiori il Co- 
lo primo termine darù il logaritmo cercato. 

XXXIX. 


Corollario 2“ Con quelli logaritmi iperbolici fi tro- 
vano facilmente i logaritmi de’ medefimi numeri per qua- 
lunque altro fiftema: giacché quelli altro non fono , come 
appare dalla forinola generale , fuorché gli flelfi logaritmi 
iperbolici moltiplicati pel modulo A. Nel fillema delle ta- 
vole comuni fapiamo che la bafe logaritmica è io: fi trat- 
ta adunque di cercare il valore numerico di A , affine di 
poter convertire i trovati logaritmi iperbolici in tabu- 
lari . 


Si prenda la formola generale 1 . — 

^(*+£ + £+£+« 0 ; 


in efla fi permutino i luoghi rifpetrivi ad * , e <j>, cioè fi 
ponga * in luogo di <p, e (p in luogo di x , e nello ftef' 
Co tempo fi faccia ancora <p = 1 , cosi che la formola re- 
tò trasformata in quell’ altra 1. (j~;) =zA (— + — + 

-7- 4 * . In quella fi faccia A= — , e 1 = a ; 

5 7 * p 1 1 — x * 
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NELLA FORMAZIONE DELLE SERIE 
farà x ss "~ l . iodi foftituendo quelli valori fi avrà 

a i 7 1 

1 . a = + T~ìrr + t-ttt + ec. Y Finalmente 

p \ j-f i 3(^+0' 50»+ 0* ) 

polla la bafe a = io, e 1. a = i fi avrà la ferie con- 

vergente p ss i ( — .4 b ec. ) , ì cui 

termini ridotti in decimali e fommati daranno il valore 

affai proffimo di /> = 2, 202584. Onde farà A = — 1 — =2 
V 2,Ioi 5 »4 

0,4342945 il modulo richiedo. (*) 

Quindi pel fidema delle tavole comuni de’ logaritmi 
farà 1 . 2 = o , <59314*58 X o, 4342945 = o, 3010300 

1. 3 = 1 , 0986116 X o, 4342945= o, 4771213 

1 . 4 = I , 38Ó2936 X O, 4342945 = o, do2odco 

ec. 

XL. 


PROBLEMA 3. 0 Ridurre in Serie la quantità efponenzialc a " 
Pongafi a"—y ) ed a* ® ss z; farà ■— ss =r 


(*) Il valore di A fi trova più fpeditamente in quello modo. Sia » un 
numero, di cui lì conofce il logaritmo iperbolico ed il tabulare ; cioè Ha 
1.4= b il logaritmo iperbolico 
A 1 . 4 = r il logaritmo tabulare . 

Sarà 1. a : A 1. a : : b : c . 

_ . . ri. 4 c 

Quind' A s= 

Nel fidema delle tavole fi conofcono i logaritmi di tutti i numeri in prò- 
greffione decupla io; 100; 1000 ;ec. , che fono i numeri in ferie naturale 
1 i a > 3 i ec. ; dunque podo a = io, farà t~A I. 10= 1 : ma nel fide- 
ma iperbolico fi è trovato 1. 10 = 2, 302584, Dunque fi avrà come prima 
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a”( I.-#)*, —■ = a" ( 1. a )' , ec. j e foftituendo fi avrà 0*^®=: 


* ( 1 + — T + ~~ + ~T + “v> c,oe dlvl - 

dendo per <*". 

0 ' (l.«> 

i. 2. 3.4 


f!> . <P 1- - . , $' (!.*)' , v-, , 

,v = i 4 7 + TT - + TTT“ + 7TT:+ ec *> 


1.2 • 1. 2. 3 

e mettendo x in luogo di m , «’ = 1 4 - * *' ■ - 4- - ■ 4* 

0 ^ ' I I .2 

t±*± +K- 

X. 2. 3 1.2. 3.4 


XLI. 


Corollario i.° Allo ftefio modo fi troverà 

x\.a. **(!.«)* *’ (l.«)' . x* ( I. tf) 4 

a — 1 f- ■+* ec. 

1 1.2 1. 2. 3 1. 2. 3. 4 


XL1J. 


Corollario 2. 0 Sia co la bafe logaritmica nel fifte- 


. , r v $ , <p 1. o) , <p’ (fica)* , <j)’ (!.»)' 

ma iperbolico, (ara co = 1 -f - — f- 4" 

r 1. 1. 2 1. 2. 3 

^1 4- ec. Si faccia <j> = 1 , e 1. o>=i: poiché il lo- 

garitmo della bafe è fempre 1* unità, fi avrà la ferie con- 


I 1 I * 1 > 1 X . 

vergente « = 1 H 1 4 f- ec. 

0 1 1.2 1.2. 3 1.2. 3.4 * 

efprimente il valore numerico della fteflà bafe; cioè, ridu- 
cendo i termini e fommando, o =2,7182818, quantità 
che fi può ottenere in diverfi altri modi. 
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NELLA FORMAZIONE DELLE SERIE. 

XLIII. 


3 9 


PROBLEMA 4. 0 Sia y un dato arco di circolo , ed X una 
gualche fua funzione , determinare la variazione dell' arco y, 
per una finita variazione (p foppr aggiunta alla funzione x, 
e viceverfa . 

i.° Sia x Seno di y. Si indichi per A Sen. x l’arco/, 
e per A Sen. ( x ± <p ) l’ arco variato che fi cerca ; cioè fi 
faccia y = A Sen. x, e ^/Sen.(xi<j)). 


Sarà (XXXI. i.°) 


dx 

1 

(1 — xx)T 

ddy 

X 

dx* 

(1 — xx)T 

d'y 

I -f" 2X* 

dx> 

f 

(1 — xx). 

d* y 

gx -f- 6 x' 


dx l 


(1 — xx) » 

9 -f 7 *»‘ -f- 

(i— xx) » 


ec. 

e foftituendo quelli valori nella forinola generale , nafeerà 
la feguente ferie infinita 


(P , <J>* * , 

A Sen. ( x ± 9 ) = A Sen. x± 

' * (1 — xx)» 2(1— xx)» 


<J>’(i-f-ixx) , <p‘(9*-H*') L <p’ C 9 + 7-x* + 24 * 4 ) I 11 

r t 7 ± r r ec.» nella 

6(1— >xx)» 24(1— -xx)» 120(1— XX )» 

quale, fe <p farà una quantità molto piccola, la fomma de’ 
3,04 primi termini darà un valore molto profiimo deli 
«reo cercato. 

Si cerchi per efempio l’arco di circolo, il cui kno fia 
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Uso del Calcolo Differenziale 
eguale -atta quarta parte del raggio, cioè alla funzione 0,25, 
fupponendo il raggio eguale all’ unitk . 

Dalle tavole de’ feni fi ha feno profilino minore al 


dato - - o, 2498167 

Arco y corrifpondente a quello feno - - • 14. 0 2S'. 

Differenza tra il predetto feno ed il feno dato 0,0001233 
V (1 — -xx)— Cof.> = Cof. 14. 0 28'. = - - 0,9682731 
Sen. (*-fcp) = --------- 0,2500000 


Sark dunque A Sen. ( * +- <p) =.I 4 *° * 8 ' + + ^-77» 

la quale efpreflione bada. Dunque, ufando per maggior 
comodo i logaritmi , fi trover'a 
1. <p = 6, 0909631 
1 . Coll y = 9 , 9860069 

‘•db = «.■°4S>5«J;c^7 = o.oo°<27337+ 

1 <P ‘ 

’ ~ 2 > 20 ^ I2 + 

1 . Sea.y = 9, 3976205 
• Sen.> , 

’• sr; = 

1. = j 6x15260 

Coi.' y 5 J 

1 . 2 = O , 301O3OO 

, O* Sen. y , 0' Sin .y 

1 = 1 > 3 2 4 ° 9 «°; Jcify — O ) 00000020? I 

Somma 0,0001275465. 

.Per ridurre quella frazione in minuti fecondi di gra. 
do , fi fark come 1 Ha al valore del raggio in fecondi , eh’ è 
206364", cosi la ftefla frazione al 4. 0 termine. Operando 
ancoia co’ logaritmi avraflt 

Lo- 
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NELLE FORMAZIONI DELLE SERIE ? 

Logaritmo della frazione < 5 , io^ 66 jo 

Complemento logaritmico del Rag.® 4, <5855749 

Refiduo i, 4200921 
Numero corrifpondente a quello refiduo logaritmico, 
oflìa valore della frazione in fecondi 2d" , 30861 . Dun- 
que 1’ arco cercato, ridotta la parte decimale in minuti 
terzi , quarti , ec. , làrà 14. 0 28.' 26.“ 18.'" 30." 59.’45.'" 36.''" 
2. 0 Sia x Cofeno. Pollo y = A Cof. h , e z = 

A Cof. ( * ± <p ) , avrafli ( XXXI. 2. 0 ) = — 7 , e 

_ (1— »)T 

ia cercata ferie, dopo aver cambiata il primo termine , fari 
la precedente permutati i fegni ; cioè 


A Cof ( x ± <p ) 

0 ' ( I + 2 ** > _ 
6(1 — xxyr 


= A Coli* T 
Q i (?x + 6 x' ) 

7 * 

24 C « XX ) * 


<p (J) 1 X 

» _ì_ 

( t—xx) » a(r — xx) •, 

<P* ( P~f~72** *~f~24* < ) 
» 

120 ( r — xx ) > 


* 

-ec. 


3.® Sia n tangente. Pollo y = ^Tang. x, c « ~ 
^ Tang. (*±<p) , avrafli (XXXI. 3. 0 ) 

dy r 

di r I -f-x* 

44 y 2* . 

di (* (l-f-xx)* 

4 '^ __ < 5 **— 2 
4 x> (l-f-xx)> 

4 * > ___ — 24*' -f- 24*- 
dx* ' ( 1 -f- xx )* 

d' y 1 20** — 240** + 24 

dx 4 ( 1 -J- »x y- 


ec. 


Quindi A Tang. (*±<p) = A Tang. x± "y+x» 

F 
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Uso del Calcolo differenziali: 


_2l_ „ + _£_( ra _-L) 2‘ — + 

(i+xx)* * ( i-j-xx)' 3 ' (i+x *) 4 ^ 1 


_2l J-ì-ec 

v ^ 2X T- 5 / ec ’ 


4. 0 Sia x Cotangente • poiché (XXXI. 4.*) — == — 

permutati i fegni ai termini della formola precedente , e 
cambiato il i.° termine, faià A Cor.( x± <p) = A Cot. x ^ 

+ ( „_-L ) + 

I-I-XX T (i+xx)* r (!+«)' 3 ' 

( 7+~jr (*’—») T (T^x-C^ — ) + cc. 

In guilà limile fi potrà determinare la variazione dell’ 
arco > per una finita variazioni di ciafcun altra Tua funzio- 
ne : e viceverfa per una finita variazione fopraggiunta ad y 
farà facile il determinare quella di ciafcuna fua funzione x; 
e fe le variazioni fi prenderanno aflui piccole avrafli di più 
un mezzo per interpolare le tavole de’ feni , cofeni , tan- 
genti, ec. 

. Allo fleffo modo, e col mezzo della ftelfa formola 
generale, fi potranno ottenere moltiflime altre ferie, alle 
quali le ritrovate finora potranno fervire d’ efempio . 
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CAPO QUINTO. 

Uso del Calcolo Differenziale nell’approssimazione 

ALLE RADICI REALI DELLE EQUAZIONI 
DI GRADO SUPERIORE. 


XL1V. 


'J • 

Gni equazione sì algebrica , che trafcendente può ef- 
fere generalmente rapprefentata dalla forinola y == o , in cui 
y è una funzione qualunque di x. Dicefi poi rifolta quell’ 
equazione, quando fi determini un valore di x, il quale, 
folli tuito in luogo della fteffa x , riduca la funzione y egua- 
le a zero . 

Sia / quello valore di x, cioè una tra le radici dell’e- 
quazione y — o : perciò che fi è detto nel capo preceden- 
te , fe in luogo di x fi ponga /, oppure x -f- (/ — x), 
fupponendo la nuova funzione = o, fi avrà / — x = <p , 

(/ — x)'ddy 

+■ 


e z = 


o, onde 


o —y -f- 


(/ — x)dy , 
dx 


Cf—x)'y> 

sr~ + ec - 


In quella formola generale f fi fuppone eguale precifa- 
mente ad x , ma nell’ inchieda delle radici delle altre equa- 
zioni particolari f non è da principio che un valore prof- 
fimo di x, il quale col mezzo della dcffa formola genera- 
le fi riduce in feguito ad un valore molto più efatto .*11 
metodo è il feguente. 

Si fupponga / già tanto prolfima ad x,che / — >x polfa 
riguardarli come una quantità alfa! piccola rifpetto alla 
fteffa x , ed i termini dell’ equazione o = y + 

Fa 


i 
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if—iyj'y 


i (f x") % ddy , v/ */■“'/ l fi' (T 

—17— + —J7— + — «r— + cc - P reftllIm ® 

convergenti. In quell’ equazione fi ommettino tutti ì termini, 
in cui /— x fi ritrova innalzata a qualche grado di potenza» 
cioè fi confideti la lìdia equazione , come fe non foffe che 


i (/ — 

o—y - i 


dx 


, e da quella fi cavi il valore / = x — 


yHx 


— -, il quale, fofiituito ad * il fuo profilino valore, far'a 

una radice più efara dell’ equazione y = o. 

• Se quello valore di / fi follituirà alla llelfa x nella 

medefima forinola f = x — , fi avrà in / una radice 

ancora più proflima alla vera, e proffeguendo in fiffatta gui- 
la a follituire ad x il precedente valore di /accollerafii più 
e più al valore vero delle fteffa radice /. Alcuni efempj 
dichiareranno meglio quello metodo. 

i.° Si debba eftrarre la radice R.' fi “*da un numero qua- 
lunque c . 

Sia x la radice vera cercata, a la radice più proftima 
minore, e b 1’ ecceffo di c fopra a\ farà x*=c = a’ b ^ 
ofiìa ■ a " — b = o, e b = c — a‘. Si faccia x’ — 1 a " — i=>; 

Sarà ~ = ~~ — . 
ày fa '- 1 

Quindi / = *— — (x‘ — «’ — *)■—:= (po- 

fto in luogo di x) -f- = ~~r, 4 - • 


2.° Sia c = io , ed n = 2 , cioè vogliafi eftrarre la 
radice quadrata da io : farà a= 3 , ed / t=a -+■ == 

3 , 1666Ó , 
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nell’ approssimazione alle radici reali cc. 45 

Porto a = 3 , 1 6666 , farà f = — *- — + 

6 > \ 

3 , 16228, valore già molto proflìmo alla radice richiefta; 

poiché innalzato alla feconda potenza dà io,oooor. 

3. 0 Dallo fteffo io ertrarre la radice cuba. 

Fatto <1 = 2, ed « = 3, fi avrà /=-^— 4 - — =2 

7 j 7 ii j 

2 , 16666.. e porto * = 2, 1 6666. fi troverà /= — — - ■ - 
r ’ ’ 3(2,16666)* 

-f* —^—=: 2 , 15493 , radice molto prortima. 

4. 0 Cercare una delle radici dell’ equazione #’ — 3** 
-j- 4* — 6 = 0. 

Porto x 1 — 3* 1 -f- 4* — • 6 — y . 

„d x = 1 .... fiavrà>' = — 4. 


x=2 . _y = — 2. 

*=3 > = + 6. 


Da quelli ritoltati fi vede, che una delle radici contien- 
fi tra 2, c 3, cioè che deve edere 2 più una frazione. 

Differenziando dunque 1 ’ equazione avralfi = 

— -- — ,e fortituendo farà/=x-— -- =x— • 

3** — 6*4-4’ 

— c P° fto 2 in fogo ài ») 2 +~ ==2 >5» 

Pongafi ora x =2,5; farà / = 2, 5 — o 1129 = 
2, 3871 una radice più prortima. 

Si foftituifca di nuovo quello valore 2, 3871 ad x, e 
per maggiore comodità adoperando i logaritmi fi troverà 
La =0,3778706; onde x = 2,387100. 
l.x* =0,7557412; *'= 5,698247. 

L*’ =1 , 1336118; *’= 13, 602281 . 
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#' — 13,602281 3«‘-f 4 = 21 , 094741 

4 * = ' 9,54 8400 6x = 14,322600 

*’ 4 ' 4 '* :::= 23,150081 Denominatore 6,772141 
3 x'+6= 23 >094741 

Numeratore 0,055940 
Log. Num.* = 8,7477:25 

Log. Den.* = o , 8307259 * = 2 , 3871000 

Log.Frazione =7,91 69966 Frazione = o , 0082603 

Quindi / =2,3788397 
Radice affai proflìma. 

5. Cercare una radice proflìma dell’ Equazione x* -f- 
5 *' — 8 x — 110=0. 

Pollo * 4 -f- 5*' — 8x — no — y. 
ed x ■— 1 1 . . . S'ara y — — • 113 


* — 2 y — — 90 

« = 3 y — ~ 8 

* = 4 = 4 - 194 


Dunque la richieda radice far'a 3 più una frazione 
Ora differenziando 1 ’ equazione avraffi = L_ 

dy 4 *’ -f-iox — 8* 

e foflituendo nella formola far \f=. x — 8 -i~‘ 10 . 

4*‘ -|- io* — 8 ’ 

Quindi fatto * = 3, farà / = 3, 061 5 ; 

fatto * = 3, 0615, farà /= 3, 059893; 

fatto x = 3,059839, farà / = 3, 059887; 

radice molto proflìma alla vera. 

6.° Cercare una radice dell’ equazione *‘-}-l.x — 15 = 

© = y. 

Si ha — = 4X , Ax _i ; A è il modolo del logarit- 
mo di #. * 
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_ r . , ydx **-H- * — 

Dunque farà /=* 

Porto * = 2 , poiché a è la radice proflima , ed A 
— « , 4342945 il modulo de’ logaritmi delle tavole , (1 

troverà f =2 — ii?— = i,o <oó. Porto di nuovo * = 
31,21715 y73y - 

1,9595 5 ed ufàodo ì logaritmi avraflì 


i. * = 0 , 2p2ItJ74 

X 

= * , 939 <S 

1. *’ = 0 , 8755022 

*' 

= 7 , 5 2 492 5 

1 . x‘ = 1 , i 5855 p 5 

X* 

= 14 > 745 8 44 

LA =s p , 3455i5p ’ 



1 . A *" = 9 , 0544495 

Ai c ~‘ 

= 0 * 113357 

1 . Num* = 8 , 5799093 

Num.* 

M 

+0 

O 

CO 

cr> 

O 

O 

II 

1 . Den.* = 1 , 4801045 

Den.' 

= 30, 213057 

1 . Fraz. = 7 , 0997147 

Fraz. 

= 0 , 001258 


Dunque / = r, 958342. radice prortima. 

7. 0 Sia ancora propofta F equazione e/ponenziale ** — • 


30 = o . 

Si riduca ai logaritmi , e fi faccia x 1. x — > 1. 30 =y 

r . dx I -, *1.* — 1. JO 

farà — = - . , -, — , ed / = x -r- . 

dy A -J- 1. * A + I. * 

Si faccia x =5 3 ; poiché 3 é la radice più proflima 
intera, farà / = 3 , 0502 radice proflima . 

Si faccia 0=3, 0502 , non contando che 5 ciffre 
decimali , farà / = 3 , 050008 , radice che molto fi av- 
vicinerà alla vera. 


XLV. 

Dalla ftabilita formola generale ( XXXV ) combinata 
coll’ equazione y = o fi poflono ricavare varie altre ef- 
preflioni di / ridotte in ferie preftiflimo convergenti: ne 
accenno qui una fola. 
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Si faccia x -f- <p = o, e confeguenteroente * ==» o, 
poiché % è funziona di x -f- <j>: dalla prima di quarta equa- 
zioni fi cava il valore (p = — *, quale fbftituito nella 
folira formofu generale dark la trasformata. 


xdy x* ddy 


x 1 df y , m* d* y 
14 dx* 


6ax‘ 


mettendo / in luogo dio r y =/ 


xdy x* ilciy 
eix idx* 


ec. y ovvero , 

_ !1 

órf*» ^ 


■ ec- 


* 4 fi 4 >' 

24r/x 4 

Fingali inoltre che la x, fia quella tale funzione di y y 
che la y fteffa nella prima formola fi è fuppofta di x\ cioè 
fi feriva x invece dìy r y invece di *, e la trasformata nell’ 

/• d> »■ . y' d* x 

r 


■ r . ydx . y » ddx 

alternata lene x = x — — 1 — — - 

dy lay od/ 


Z 4 dy' 


ec. 


Finalmente y riguardando come collante il differenziale 
dy y perchè tiene il luogo di dx , fi faccia ■— = p,^r- 

qy ~ = ty ~ a=s r , ec. , fi foftituifeano quelli valori nella 

ferie precedente , e fupponendo * = / fi egoaglj la / alla 
funzione ultima trasformata; ciò fatto fi avrk f = x — 

py + 4" v % — 4~ v' + ~ V* — f *' +“ ec * * feis che 

2 O 24 “20 

convergerà affili rapidamente, quando ad x. fbffitoifca tm 
fuo valor profiimo- 

Un efempio renderà più. intelligibile 1’ applicazione di 
quella ferie . . „ 

Si cerchi una delle radici cfefT equazione x’— 4x — • 
14 = 6. 


« >• » » t 


Porto 
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Porto — 4* — I4=> fi iu 

dx I 

= f 


4P 


<*> = ( 3*‘— 4) 

— — 6xdx 


dp = 


( ? *>— 4)* 


J (9°*‘ + *4V* . 

- ' (U--4V ' > 


dy 



dy 

it- 

❖ 


3** — 4 
6x 




C3*»— 4 P 

. 90»* -f 2 4 

' ( 3** — 4 )’ r 


, - (ìióox' -f- 1440* V* _ dr * idor' -f- 1440* _ 

r (3** — 4)* ’dy (3*» — 4)’ * 


ec. 


Quindi/ = x 

( 90 ** -}- 6ox)y* 

( 3*‘ — 4)’ 


jxy 


3 *‘ — 4 

•ec. 




(i5*»-f 4>» 
(3*»— 4 )« 


Una radice dell’ equazione fta tra 2, e 3, ed è mol- 
to più vicina al 3 che al 2 , come facilmente può ve- 
derfi col porre « = 2, ed x = 3. Dunque, porto * = 3, 

far = i,ed/= 3 — —2- = 3 — o, 04424 

=s 2 > 9557*, radice che può renderli ancora più prortima 
fpingendo la ferie più avanti foltanto di uno o di due ter- 
mini ; ovvero, le fi vogliono ulàre i logaritmi, come fi è 
fatto nel applicazione del 1." metodo , farù (ufficiente pren- 
dere per radice prortima 2, 955, e fofticuire quella ad* 
nella ftefla ferie, di cui baderanno più pochi termini ad 
avere una radice poco o nulla differente dalla vera. 


G 
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Per efempio , pofto * = i , 956 , fi avrà quanto fegue 
1.* =0,4707044 

1. #’ = o, 9414088 #*= 8,73793* 

Lx' = 1 , 4x21132 * = 2»> , l? * • •■>5 

1 -> = 7 > 7271344 y = c , 

1.(3**— 4) .= X , 34*6230 3*' — 4 = 2 2 J : > > : 

L "^r7 =*,3805”4 -p~= o> occ ■’tOitftf . 

l./= 15, 4542*88 
Lea»*— 4) = 4, 0398690 
L 3 = = 0,4771213 - 

1 -n^=7j r = 12 ’ 3 “ 255 (P^r = °' 00000 ° t>2 3 


o, 000240189 

* ~ 2, P5* 

Dunque. / = 2,955759811 



i _ 
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' CAPO SESTO. 

• T • • 

I' 

Del Metodo diretto delle Tangenti. 

Er metodo diretto delle Tangenti s intende la manie- 
ra di determinare coll’ ajuto del Calcolo Differenziale la 
Tangente, Sottotangente, Normale, Sottonormale , ed altre 
rette o funzioni per ciafcun punto di una curva conofciuta per 
mezzo di una particolare equazione tra le Tue coordinate . 

XLVI. 

PROBLEMA I.° Stabilire le formale generali di varie 
rette , o funzioni in una curva Algebrica AM. (Fig. I.‘ ) 

Sia primieramente retto 1 ’ angolo delle coordinate, e 
fiano PM, pm due ordinate alla Curva infinitamente prof- 
fima tra loro. L’ archetto infinitefimo Mm comprefo da 
quelle due ordinate, che per 1’ efirema fua piccolezza può 
riguardarfi come una linea retta , fi fupponga prolungato fi- 
no ad incontrar 1 ’ alfe AN in qualche punto T , e dai 
punto M fia condotta la MR parallela ad AN , e la MN 
perpendicolare alla MT . 

Egli è manifelto i.° Che MT è tangente, PT fotto- 
tangente , MN normale , PN fottonormale alla curva nel 
punto M. i.° Che MR olfia Ppè il differenziale dell’ afei fi- 
fa AP , mR quello dell’ordinata PM, ed Mm quello dell’ 
arco AM. Quindi fé fi chiami x la AP , y la PM, ed s 
l’arco AMj farà MR = dx , mn = dy , ed Mm = ds, 
ovvero, a cagione del triangolo MRm rettangolo in P, ds 

= dx x -\- dy ' . 3. 0 Che effendo fintili per ordine i trian- 

G 2 
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goli tnMRy MTPy PMN dal paragone de lati, che in ef- 
fi fi corrifpondono , fi avranno le feguenti formole pe’ va- 
lori delle diverfe funzioni a qualunque punto M della 
curva. 

PT — — -, poiché PT : MP : : MR : mR. 

MT =z~-zzz L- \r(dx' ), poiché Mr-.PM : : Mm : mR. 

PN = ^ , poiché PN: PM : :mR : MR . 

MN — ~ = j- V(dx' +rf/ ), poiché AfAT: MPr.Mm: MR, 

Tang. MTP=z~y poiché il : Tang. MTP ::PT : MP : 
MR : mR (*). 

Rdx 

Tang. PMT = poiché il : Tang. PMT : : MP : PT : : mR : 
MR. 

Sia obbliquo 1’ angolo AQM delle coordinate A(^ y 
MQ. Se da M perpendicolarmente alla Ajg_ fi cali Ml\ 
farà efla il Seno , e Pj^il Cofeno del dato angolo A£)M. 
Inoltre fia MT tangente alla curva, MN normale, mp iufi- 
nitamente prolfima a MP , MR parallela ad AQ^ e fi fac- 
cia AP = x , MP — y. Pe’ triangoli fintili MPT, MPN y 
MRm y fi avranno tutte le formole precedenti. 

La Curva abbia finalmente le ordinate convergenti ad 
uno ftelfo punto fiffo P. Le formole generali della tangen- 
te , fottotangente , normale , fottonormale , ec. non diffe- 
riranno dalle precedenti , fe non in quanto che la dx vi ef- 
primerh il differenziale di un arco di circolo , che pafTerà 


(*) Il primo termine R di qusuT analogia lignifica Raggio, quale può 
ancora fupporfi eguale all'unità. 
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pel punto del contatto M, il cui raggio farà l’ordinata PM 
condotta dal punto P al punto M. Imperocché, alzata la perpen- 
dicolare PT alla MP che incontri la tangente MT in qual- 
che punto T , e condotta la Pm infinitamente prolfima 
alla PM , {vanirà l’angolo infinitefimo MPm in confronto 
di ciafcuno dei due angoli TPM , TPm , i quali fi porran- 
no confiderare tra loro eguali. In oltre le col raggio PM e 
centro P verrà dejcritto l’ archetto di circolo MR , que- 
lli farà fenfibilmente parallelo a TP , e fi potrà alfamere 
per una linea retta, ed il triangolerò differenziale MRm 
farà limile al triangolo rettangolo MPT, e conféguentemen- 
te al triangolo MPN determinato dalla normale MN . 
Dunque, chiamando dx l’archetto MR , ed y 1’ ordinata MP, 
fi avrà come nelle curve riferite all’ alfe. 


PT=^ V — =— ; MT — 

mR y 


PM . Mm y r f , f x 

+ J s ); 


PN 


; MN= 


mR 
PM. Mm 


MR ~ dx * .MR = ~X^ ( d * 

Per far ufo di tutte quelle formole generali nella ricerca 
delle varie funzioni, che competono a ci afcun punto di una 
data curva, fi differenza 1’ equazione della curva, affine di 
avere il valore di dx dato per/ e oppure quello di 
dy dato per * e dx , e fi follituifca quello valore nella for. 
mola generale , che rapprefenta la cercata funzione. Ciò fat- 
te nella trasformata formola fi avrà il valore della llelfa 
cercata funzione in termini finiti ed affatto libero da ogni 
quantità differenziale. Quello s’ intenderà parimenti per tut- 
te le altre formole, che verremmo efponendo . 

Se il punto della curva, per cui vuoili la cercata fun- 
zione, farà dato rifpetto alla linea delle afcilfe e delle or- 
dinate, in luogo delle variabili x,/ fi potranno foflituire 
i valori, che effe hanno nel dato punto. 
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XLVIL 


PROBLEMA z.° Determinare tutte le fazioni del pro- 
blema precedente in ciaf cuti a delle quattro Sezioni Coniche 

‘ pxx 

ordinarie data la loro equazione y' = px -f- — • ( ) 

Da quell’ equazione fi ha y =z ( px ^ * , e diflfe- 

renziando dy = px £ • ( pd ^ 2 -~ ^ = 

( a/> ^ ipx) dx 


( _'~Yr 

V ;>*+- a ) 

( ap 2px )* dx* 


2 a 

dy — 




dy 

ap ipx 

' dx 

za f px^f^lYr 




„(„-!!!)+ 

dx 

V a / 


dy *P Z P* 

e foflituendo quelli valori nelle formole generali del problema 
precedente fi avrà / 

' **'.y 


PT = 


__ 




_ «V ^ 


/ _£i\r 

J_ 2rfl px ■*- 

L » ^ 


2X/> 


ax *x 

i 

» a -4- x 


• (i) 1 T Segno — <! per l’EUifli, il l’Iperboia. Il Circolo è un 

Elliff. in cui p = a, e la Parabola è pure un Elliffi in cui 1 ’ affé a è infim- 

to. Così P equazione all’ Elliffi è y' =/>* — ^ , quella alt’Iperbola,* = 

p x J^I!lL ì quella al Circolo / = « — **» e q uelIa alh Pirabola ? x = 

px, poiché, effendo a infinita , ~ fvanifee in confronto d. px. 
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SS 


MT = -^V(dx' + dy' ) = 


2 a(p*^) f/f + 

7 - ‘4’ y \ 4* (»*?;)) 

( ap ipx ) ax ' ' « 

ax -=t xx . . />(a~ 2» )» \ 

a 75 : 2 * V ^ a' ax-^ axx ) * 

ap - 3 : 29* 

• ♦ { , 

M2V = + 

= W)t (*+555^ 

< %> , A» »... / I. , _ • 

f f ' Am — afl I. 


j>n= "A = -2^I_ . f =)T = ±p, T 

dx / _P« \J_ V. r ' a / * ' « 

• * . M 


Tang. MTP = ^ =. 


aP +• 2p* 




Tang. PMT = ~ — 


apZ^ipx 

XLIII. 


a v ConoLLAHio . Le forinole delle fteffe . funzioni per 
fElliffi , e per l’ Iperbola non differifcono che in alcuni fe- 
gn^, qioè dove il fegno è doppio, il fuperiore ferve per 
Y Eliflì y e 1’ inferiore per l’ Iperbola . 

Il Circolo è un Eliffi, in cui gli affi coniugati ed il 
parametro fono tra loro eguali: dunque pollo / = *> dalle 
medefime forinole all’ Elliffi fi avrk 
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FT = -==£. ,MT = ‘—Jt V (++ ^ 

J_ a x ’ a — -, xx • ' 4 *x — x* / 

» ' • ' i 

a\S{ a ' — x 1 ) . „ , 

j « . ' • 

a — 2X 7 

\ ' \ 

PN — -j- a — x, MN = ( tfx — xx ) * V" ( l — . } 

= f <7= Raggio, 

Tang. MTP = —~ 2x ■ , Tang. PMT= — (ax ~* x \ 

La Parabola è ella pure un’ Elliflì , in cui a è quan- 
tità infinita. Dunque nelle formole all’ Elidi , trafcuratc 
tutte le quantità finite che fi trovano o congiunte con a , 
o divife per a y fi avranno le medefi me formole ridotte alla 
Parabola - cioè 

PT = ~ = i x,MT=^ V ( 4 +~>=(4*x+^), 

— a . \ ' y > 

‘ . 1 V. . k * — ■ 

PN= -f * , M1V= (/>x ) -r v{ i + £) = v^Cpx +i? ), 
Tang. MTP= ~= = ±V (i),Tan g.fi»T=^£ 

= ^(f)‘ 

XLIX. 

PROBLEMA 3. 0 Determinare tutte le funzioni del l.° 
problema in ciafcuna delle 4. Sezioni Coniche di ogni ordì - 

? a *. ".1 ' , * * f • f , . 

* * ** ^ * jj|- fi *p ' 

ne data la loro generale equazione y =: x “ * 


Da 


quella equazione fi ha> x"* . a ^ n • ^-y ^ 
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x w '+"( a e differenziando farà dy = 


» + V /> \ w + n 


m m-^-n 
X 


m -J-« 


m m 4 - ». _ . »» -f" " 

— r* (* T*) 


(■>**) (f) * T 

Ct) 




I / m =r~» p \»i f"/ m n \ . 

r~(x .«Ex . -!-) ( — E Wx = 

j-B\ < / V. * «+J(/ 


m -j- 


— (7”. «e x". • 

a J \ tx -+ xx J 

E foftiruendo quello valore nelle folite formole generali avrafli 

pj, . (m-\- 7 i).(ax^lxx') 

dy m . ( a x ) >ix 

MT= 4 ' = V(dS + dy') = 

dy 

j, ^ j_ ^+v— ^-V). 

ru . (j-I*. X )-*. «X \ (m-f-w)* \ * a ) \ SX -+• XM s / 

• “ . OT. flZx Zvx\ 

= 4-» (-"-T.4-r + t— *=-)• 


MN—~~ V (dx x + dy* ) = 


m 

x 



(«n-f-»)* 




4Xl+ XX 



rang. MTP 


i 
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( in -f- >i ) ( ax hk ** ) 


A 

ì- m 


m . a .+ x +. nx 


> 


L. 


Corollario. Fatto m ed « eguale all'unità, l’equa- 
zione fi riduce alle curve coniche ordinarie , e tutte le fun- 
zioni ritrovate riduconfi a quelle del problema precedente. 

LI. 

PROBLEMA 4. 0 Da un punto T dato nell' ajfe di una 
curva algebrica condurre alla JhJfa una tangente . 

La curva fia una delle 4. fezioni coniche ordinarie . 

Soluzione. Dal num. XLV 1 I. fi ha PT = e 

—.7 X 

» 

fatta la quantità data AT =a b , fara AP =s — b • 

— a-+x 
» 

Ma AP=x: dunque * = b> e togliendo le fra- 

zioni, ed eliminando la* farà *, offia AP — — - b —~ -, In P 

perpendicolarmente ali’ alfe fi alzi l’ordinata PM , e fi tiri 
ATT, che farà la ungente cercata. 


LI!. 

Corollario. Nell’ Iperbola, fatto b = -j- <x,fi ha^TP 

= = 00 ; Cioè la tangente condotta dal centro, e 

0 

la fottotangnente , che vi corrifpondono , fono infinite. 
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Liir. 


PROBLEMA 5. Sopra f affé prolungato di una curva 
( Fig. i.* ) dato un punto D t ed in effo alzata la perpen- 
dicolare DV allo (beffo affé , da un punto V dato in quefla 
retta condurre una tangente alla curva . 

Sia quella curva una parabola ordinaria» . 


Soluzione . SÌ chiami b la AD , c la DV. Sari DT 
— PT — * — b z= x — b y poiché (XLVIII) PT 
s= 2*. Ma per la fomiglianza dei triangoli VDT , MDT 

fi ha 


DT _ DY.PT _if*_ 

~~ tM V 

v P* 


Dunque x — b = 
x'-ibx -f" bb <= 


2 CX 



4r* x 

p 


e riducendo 1 ’ equazione y e liberando la x fi avri 

« = * + ~ ± i/(t + fy-t- 

Dunque la retta, che pafierk per i due punti T, V y fari 
.tingente alla curva. 


LIV. 

PROBLEMA 6 . Nel perimetro di una Curva , in cui le 
coordinate formano un angolo retto , cercare un punto , dal 
quale fi puff, a condurre una tangente , che formi , 0 colf afeiffa 
6 colf ordinata corrifpondente un dato annoio . 

Sia la curva una delle lezioni coniche ordinarie , e fi 

H 2 
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chiami t la tangente del dato angolo i.® Se queft’ angolo 

è formato dalla tangente alla curva coll’ afcilfa corrifpon- 

dente , prolungata fe abbifogna , farli t s=s~~s= : 


ap +. px 


- p ~y 


, e liberando la * da queft’ equazione fi 


troverà * 


24* 

p 


coll’ ordinata 

14 * apt % 
pt' jr 44 


niitfp . * /( zz.cn + \ 

4 ut' j/ \prt4 J ' 1 ^ P 4"'* ✓ y 

angolo è formato dalla tangente alia curva 

* _ K" * 

, farà t = -j— — , ed x = 

’ dy ap -5. px ’ 

± /(-?£- +(^)> 


LV. 


Corollario . Nella parabola lì lu dunque pel 

dy p 

dx 


cafo t = 

Z^~px 


2 ^ px 


— , ed * =~- ; e pei 2.® cafo 
4* 


d » 

dy 


^ , edx = . In ciafcun cafo poi , fuppofta 


la tangente t eguale al raggio del fuo circolo , oflìa = 1 


fi ha * = — />; cioè la tangente alla curva che forma 
4 

o coll’ alfe , o coll’ ordinata un angolo femiretto parte dall’ 
eftremità dell’ ordinata , che palfa pel foco della para- 
bola . 
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LVI. 

PROBLEMA 7.* Determinare la fottotangente nella loga- 
ritmica . 

La logaritmica è una Curva XY (Fig. 2.*) di tale 'pro- 
prietà che fatta origine in qualunque punto A del di lei 
affé MN, e fopra di quello prefe delle Alciffe AP , AQ, 
AR , ec. in ferie aritmetica, le ordinate corrifpondcnti 
PB , jg>C, SD, ec. lbno in ferie geometrica, cioè quelle 
afciffe fono i logaritmi di quelle ordinate . Se per efempio 
fi chiami * alcuna delle afciffe AP , ed y 1 ’ ordinata cor- 
rilpondente PS, farà * = l.j>, ovvero x =3 A 1 . j> } indi- 
cando per A il modulo del fillema logaritmico rappre- 
fentato dalla curva . Dunque, differenziando quell’equazione, 

fi avrà dx — e — A=aPT. Cioè la fottotangente 
/ «r 

nella logaritmica è una quantità collante, ed eguale al mo- 
.lulo del fillema da effa rapprefentato . 

LVII. 

'Corollario. Nella Logaritmica , che rapprefenta il fi- 
llema dei logaritmi iperbolici, il modulo, olila la fottan- 
gente è eguale all’ ordinata , che paffa per 1’ origine delle 
afciffe ; poiché in quello punto fi ha * = o , ma o = 1. 1 : 
dunque y = 1 = A = PT . E nel fillema dei logarit- 
mi tabulari , il modulo , e la fottotangente fono eguali alla 
frazione 0,4343032, cioè alla parte 0,4343032 deli’ 
ordinata, che paffa per 1’ origine delle afciffe. 
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LVIII. 

PROBLEMA 8°. Determinare il valore della fot tangente 
nella Spirale . 

La Spirale è una curva deferitta da un punto C, 

( Figura 4 .* ) il quale, partendo dal centro dì un cir- 
colo , percorre uniformemente il fuo raggio CA y nel tempo 
fteffo che quello raggio compifce con moto equabile un 
intera rivoluzione intorno al fuo centro . Il punto C alla 
fine del moto fi trova all* altra eftremità A del raggio, e 
prolungato quello al di là del circolo , e continuati i due 
moti, alla fine della feconda rivoluzione del raggio fi ha 
una feconda rivoluzione Ipirale ; alla fine della terza rivo- 
luzione del raggio fi ha una terza rivoluzione di fpira, e 
così di feguito - La fpirale ha tanti giri , quanti ne ha fat- 
ti il raggio intorno al centro. Archimede è fiato 1’ inven- 
tore di quella curva . 

Per T uniformità dei moti , gli fpazj tralcorfi dal pun- 
to C fopra il raggio AC devono effere proporzionali agli 
fpazj, od archi circolari delcritti nei medefimi tempi dal raggio 
.fteffo . Dunque farà CM : CA : : Are. ABN : Are- ABNA , e 
fatto Cil/=c:>, ACzziay Are. ABN=x , ed Are. ABNA 
= c, làrà 

> = —— T equazione alla Spirale nella prima rivoluzione 
del raggio . 

y — a — — la He ffa equazione nella feconda rivoluzione, 
poiché x diventa c + x . 

y — za -f — — l’equazione nella terza rivoluzione, ec. 
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Differenziando adunque queft’ equazione fi avii 



dy * 


Quindi ~ . ~ — x . Dunque nella Ipirale 

d’ Archimede la fottotangente è eguale all’ alalìa * , cioè 
all’ arco circolare intercetto dai raggi ; che racchiudono 1’ ar- 
co corri fpo udente della curva ed arrivato il raggio CN 
alla Tua prima pofizione CA , la fottotangente nel punto A 
della curva far'a eguale all’ intera periferia del circolo 
ANBA. 

Nelle fpirali di tutti i generi, la di cui equazione ge- 

m n n n 

wiflx me y m 

neralc e y = , fi avrà PT — — - ■ c= *— • x , 

' n 3 w n — in 

c na x 

formola che fi ridurrà alla precedente nel cafo di m = » = i . 

LIX. 

PROBLEMA p.° Determinare il valore della fottangente 
nella Quadratrtce . 

Sia AC il raggio (Fig. 4.*), C il centro, AD la tan- 
gente in A al quarto circolo AEB . Si intenda il raggio 
AC aggirarfi equabilmente intorno al fuo centro per tutto 
il quadrante AEB , e nello fteflo tempo muoverfi la tan-" 
gente AD con moto uniforme e parallelo da A verfo C, 
di modo , che quando il raggio AC fia giunto alla pofizio- 
ne perpendicolare BC , la AD cada fopra BC . La curva 
AMB delcritta dal punto M di continua interfecazione 
del raggio colla tangente fi chiama Quadr anice . 
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In quella curva effendo uniformi i moti fatti in egual tempo 
dalla AD fopra AC , e dal raggio AC intorno al centro C, gli 
fpazj trafcorfi in due diverfi tempi dalla AD fopra il raggio AC 
faranno proporzionali agli archi deferirti nei medefimi tem- 
pi dallo fteffo raggio nel quadrante; e però chiamando x lo 
fpazio AP , ss l’arco di circolo AE y y 1* ordinata MP, a 
il raggio AC , e c il quadrante AEB fi avrà * : ss : : a : c 

onde* = ~ . Ma pe’ triangoli fintili CPM , CAD , 

CP:PM:: AC :AD~ Tang .AE, offa* — x:y ::a: Tang.** 

Dunque farà y = j—)- Tang. z= Q * Tang.-y- 

l’equazione a quella curva, in cui le afeifle verranno com- 
putate dall’ origine A. Che fe le afeifle fi prenderanno dal 

centro, fatto PC — x , farà invece 1’ equazione y =s 


jt / £jf \ 3f 

— . Tang. ^ c ~j = ~Cot.-j- , quale differenziata darà 


txdx 


dy = Cot. ? 

a 1 Sin. 1 (-y - ) 

Quindi <£T =- ^ = - -f . Cot. (-^) + 

; fottangente , c CT = =: y 


aa 




+ SPT = 


ex' 

*’Sin.‘(“) 


Si adopera la forinola — —■ invece della folita 


perchè in quefla curva la fottangente fi prende nella linea 
CB delle ordinate, e non fu quella delie afeifle, e la 

tan- 
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tangente MT va ad incontrare la CB dalla parte oppofla 
rifpetto al vertice A. 

LX. 

c 

Corollario i.° Se x = a fari CT = -r: — : — - = 

Sin. 1 90 

— — c , fuppoflo il raggio eguale all’ unità . 

LXI. 

Corollario 2. 0 Sopra AC prolungato verfo N, fi 
prenda AN — AC , in N al dilìotto di AN fi meni l’ in- 
definita perpendicolare NR, e verfo quella parte fia prolun. 
gaia la curva Ani. Sarà NR alfintoto al ramo della curva 
Am , cioè NR non toccherà la curva che in un punto in- 
finitamente lontano dalla fua origine A: mentre nella pri- 
ma equazione fatto x — AN = — a , farà y = 

— 2 Tang. c . — — 2 Tang. po.°, che è quantità infinita. 

LXIJ. 

Problema io.’ Siano AN , AM ( Fig. 5*) due curve 
Algebriche riferire ad uno ftejfo affé AG). Sia conofciuta 
f equazione della prima AN, ed il rapporto delle ordinare 
PM alla, feconda colle corrifponienti coordinate AP , PN al - 
la prima curva ; determinare il valore della fottangente MT 
per un punto qualunque M della curva AM. 

Sia pm infinitamente proflìma alla PM, efiano MR, NS 
parallele ali’ alle Aff. Si faccia AP = *, PN — y,PM 
z , MR = NS = Pp = dx , nS = dy , mR z=z dz, e fi 
fupponga la tangente cercata T M al punto M della curva 

I 


Digitized by Google 



66 Del Metodo diretto 

AM. Ver la fimiglianza dei triangoli TPM } MRm, fiavrh 

xdx 

mR : MR : : MP : PT , cioè dz:dx::z: PT = —j~ . 


Se per efempio fi fupponga, che la curva AN fia una 
parabola ordinaria, e che ciafcuna ordinata PM della curva 
AM fia media proporzionale tra 1’ afeifla corrifpondente AP 
e T ordinata PN di quella parabola, fark 



e foftituendo quelli valori nella formola 


PT = 


dx^~ xy . 2 x 
ydx -f- xdy 


ixydx 

ydx -f xdy 


precedente avralfi 

2 x^ px . dx 

*V~ px 



Dunque per condurre la tangente ad un dato punto M 
della curva AM , fi dovrk abbaflare 1’ ordinata MP all’ 
alfe AQ, e prendere la fottotangente PT eguale ai -7 dell’ 
afeifla APj cioè AT = -7 AP . 


LXIII. 


Problema ii.° Le tre curve AO , AN, AM (Fig. 6 . ) 
hanno di comune il vertice A , e l' ajfe AP : le prime due 
fono cono] duce , e la terza AM è tale ^ che ciafcuna di lei 
ordinata PM è una data funzione delle due ordinate corri f- 
pondenti PO, PN alle altre due curve: determinare la fot- 
tangente MT per ciafcun punto M della curva AM . 

Si chiami y 1’ ordinata PO alla prima curva , z 1’ or- 
dinata PN alla feconda , v 1’ ordinata PM alla terza , ed 
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x la comune afcilfa AP. Si concepifcano l’ infinitamente 
prolfima pm y le OS , NR , parallele all’ alle AQ_y e 
le fottangenti PZ , PV y MT nelle tre curve corrifpondenti 
all’ alcifla AP . La prima PZ fi faccia = <r, e la feconda 
PV = é, perchè amendue conofciute. Sarà oS = dy y nR 
— dz y wj^_= dvy NR =: OS = dx. Quindi 

dai due triangoli fintili OPZ , OSo y fi avr iOP : PZ : : oS:OS 

olfia y : a :: dy : 0.5=3: — - 

y 

dai due altri triangoli NPV y NRn , ATP : PP - :: nR : RN 

olfia z : b : : dz : 

z 

Ed eguagli andò i valori fari ~ e dz= 

Ma i due triangoli limili MPT , MQnty danno 
AfP : PT. 

TN r » MP . Mjp idx Xl’djr , 

Dunque fara PT = — = — — = — - — , valore 

1 m££, dv ydv 

facile a liberarli dalle variabili y y v y qualora in luogo di 
v y e dv fi foflituifcano i loro valori dati per y y e z. 

Sia v terza proporzionale a ;,ez. Sari v = —, z dv — 
: — — , ovvero foftituendo a dz il fuo valore , 


fari 


/ 

dv = 


Quindi PT = a — . = 


laz 1 dy — dy 

ùy 

ady byz* ab 

y laz 1 dy — bz* dy la— 6 

Se l’ordinata MT folle invece media tra OP, ed NP y 

lab 

come nella Fig. 7., avrebbefi PT =j-L-, E fe in quell» 

ipotefi la curva AN avelie un altra origine B nell’ alfe 
fuori del punto A y ed al di li di P, come nella Fig. 8., fmi- 
nuendofi l’ordinata NP al crefcere di PO, il differenziale 

1 2 
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dz farebbe negativo , e la formola della fottangente 

farebbe ~~ - ■ Se AO , BN foflero due rette, e PM me- 

dia tra OP, e PAT, (Fig. 9, e io), la curva AM farebbe 
una delle 4 fezioni coniche ordinarie . Poiché , chiamando 
vì il fino , e n il coleno dell’angolo OAP , q il feno, e r il 
cofeno dell’ angolo NBP , 2 a 1 ’ alfe AB , x 1 ’ afcitfa v/P, 
nel triangolo rettangolo APO lì avrebbe n.m:: AP : PO , 

olTia w:jw::x:v= — , 

» 

e nel triangolo NBP, r:q:: BP:PN, cioè r :$::(24 
= ~ (2 4 T *) 5 il fegno fuperiore è per la figura 9, e 
l’inferiore per la fig. io. Dunque moltiplicando farebbe yz 

* 

oflìa vv = — - ( 2/7xTxx ) , e facendo - — — = — riful- 

>ir ' ’ *r 

Ò* 

terebbe l’equazione alle fezioni coniche vv—~ ( ìax F xx) . 

t * 

LXIV. 

Problema 12. 0 Le due curve AM, BN ( Fig. 1 1 ) fieno 
tifane ed uno ftcjfo foco P ,c fi conofca le prima AM, la 
fua fottangente PG per ciafeun punto M , e la cofiante re- 
lazione delle corrifpondentì ordinate PM, PN nelle due cur- 
ve', condurre la tangente NT ad un qualunque punto N del- 
la curva BN, cioè determinare il valore della fottangente 
PT allo ficjfo punto. 

Fatto centro al foco P co’ due raggi PM, PN fi de- 
ferivano i due archetti infinitefimi MR , NS, e fi condu- 
ca la Pn infinitamente proffima alla PN. Si chiami z 
1 ’, ordinata PN , y la PM, c p la fottangente PG. 
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Dai due triangoli rettangoli A/PG, MRm , in cui gii 
angoli PMG , MmR fono fenfibilmenre eguali fi ha 


PAI : PG : : mR : MR , offia y : p : : dy:MR~ 


Orly 


Dai due fettori MPR y NPS fi ha pure PM:PN::MR: NS 
c dai triangoli NPT^NSn , 


do ì ,-.z::&-.NS = *Z 
y >' 

. . . nS:NS::PN:PT 

rr j n~n P z% df 

p p dz 

Se fi fuppone MN = >nn = a , cioè che la prozione d’or- 
dinata MN comprefa traile due curve AM , BN fia coflan- 
te ed eguale ad a ì fi avrà z = y-j-a f e quindi dz—dy , 
P-' 1 - 


e PT — 




Per condurre quella fottangente fi tiri NF parallela a MG , 
la diagonale MF , e la ATT parallela a MF. .Sarà NT 
tangente, e PT fottangente al punto M della curva BN ; 
poiché -i due triangoli fiutili PMG, PNF daranno PM: 

PG PN n- 

PG : : PN : PF — ~~~ = ~~ y e gli altri due PMF, 


PNT , PM: PF : : PN: PT = — . 

y" 

Se AM invece di curva folfe linea retta , BN làrebbe una 
curva detta comunemente Concoide. L’ inventore di quella 
curva è flato Nicomede. 


LXV. 

Problema 13. 0 Delle due Curve CQP , AMC (Fig.12.) 
riferite ad uno fiejfo affé AD l' una fia algebrica , e f altra 
trafeendente da un punto qualunque M di quefia fia condotta 
MP perpendicolare al comun affé CD, che incontri in Q 
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/' altra curva. L' equazione alla curva algebrica fi a efpreffa 
da una relazione qualunque traile due coordinate CP , Pj^P, 
e quelle alla curva trafcendcnte AMC da un altra qualuu~ 
que relazione tra /’ arco C£)j e f ordinata : condurre 

al punto M di quefia curva una tangente . 

In due modi fi può condurre quella tangente i.° col 
ricercare il punto V y in cui efla tangente deve incontrar 
rafie CD , 2. 0 col fupporre condotta al punto corrilponden- 
te della curva CDj-j>_ la tangente j QZ , e determinare 
fopra di ella il punto d’incontro T. 

La foluzione del problema riducefi adunque a làper 
determinare il %'alore della fottangente, che compete al pun- 
to M prefa o fopra il comun alfe CD, o fopra la fuppo- 
fla tangente QZ . 

Sia mp infinitamente proflìma all’ ordinata MP, fiano 
MS y K parallele a CD, ed MR parallela a S>7, , ofiìa 
all’ archetto Qq. 

Si faccia CP = x y P<gj==zy y MP = % , MQ= v x 
ed Are. C£)==:s . 

^ Sara MS = Pp = dx , RS = qN = dy , mS dz , 
MR = Qq = ds , mR = dv. I triangoli fimili mSM , 

MPV daranno mS:MS::MP:PV=. = — e idue 

mi ih. 1 

altri wPM, m&T , : Mj© : : MR : PT . 

mR dv 

Se in ciafcuna di que due formole fi follimi ranno i 
differenziali delle variabili , che Hanno nelle equazioni 
dejle due curve C£?D y AMC , fi avrk in termini finiti il 
valore della fettanqeute alla curva AMC. 

La curva AMCB fia a cagione d’ efempio una cicloi- 
de generata dalla rotazione del circolo CQD fopra la retta 
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AB. Al principio del moto del circolo genitore fi fuppo- 
ne, che un punto della fua periferia ftia in qualche punto A 
della retta AB , e che in feguito, arrotolandoli quello cìr- 
colo fopra la AB da A verfo B , il punto A fegni fui pia- 
no la traccia del fuo moto, il quale fi continui, finche il 
punto A ritorni fulla linea AB . La traccia odia curva 
AMCB è la Cicloide generata. Quella cicloide dicefi ordinaria 
fe il circolo non ha altro moto che quello della fua rotazione 
fopra la AB , allungata fe il circolo ha ancora un moto parti- 
colare di traslazione nel fenfo del i.° moto, accorciata fe quello 
2 .°moto del circolo fi fa in fenfo contrario a quello di rotazione. 

La porzione AB determinata dai due proflìmi contati del 
punto genitore fulla AB fi chiama bafc , il punto C della 
curva più lontano dalla AB vertice , la perpendicolare CO 
abbaffata dal punto C fulla AB Affé della Cicloide. 

Dalla defcrizione di quella curva fi ha i.° che nell’ 
ordinaria cicloide la bafe AB è eguale alla periferia del 
circolo genitore , nell’ allungata è maggiore della flefla ba- 
fe , e nell’accordata c minore. 2 ° Che, fuppotlo equabile il 
moto di traslazione, ciafcun ordinata ed il fuo arco 

corrifpondente C £)_ debbono avere una ragione collante, ed 
eguale a quella della bafe AB e del circolo CjtPDC; men- 
tte , fuppollo il circolo in EMF , e condotte le corde ME, 
QD , quelle faranno eguali , e parallele, eflendo eguali gli 
archi ME y g)p da elle fottefi,e però farà ancora 
ED, ed MF = Cjg?. Ma AD = —■ AB , e corrifponde 
alla metà del circolo, e per 1’ indole dcjla curva AE: 
Are. ME : : AD : Are. EMF : : ED : Are. MF. Dunque la pe- 
riferia dell’intero circolo flarà alla baie della cicloide, come 
l’arco MF a ED, olfia come 1’ arco £)C a MQ. j/Quin- 
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di lari MQ = ovvero , chiamando a la bafe AB , 

e Ha periferia del circolo CQDOC y farà v = — , e 
differenziando dv = a -~ . 

b 

Z/l X 

Ora per ufare la prima formola PV=- — fi ha dv =r 
mR=:mS — RS~dz — dy = ^,onde dz — — -\-dy t ma di 
= V" ( z/Ae v -f- dy*), e per la proprietà del circolo y — 

i . , rdx — rdx r 1 dx l — ,zrxdx l + ** tìx » 

VH 2 r* — xx.dy=— ;,e dy* = — . 

v /7 ^ SjSlirx — xxi ìrx — xx 


Dunque fàtà ds 


rdx xdx 


V'i.ìrx — xx j irx — xx 

rdx , arti* , 

r~r i?jt = ■+- 

V / vI rx— ■»*) 7 Is/^ìrx —xx ) 

a rdx 4- órdx ir.7x 7 v.’x V 7 i 7 2rx — x* ) 

i ■ » — — £ PV • — , — 

t-V 7 ( 2 rx — .vx ) ' e.tlx -f- brdx — Cxdx 


\/(lrx — x* ) i-V 7 ( irx xx ) 7 4/flX o/dx — Cxdx 

__ V.\P(irx — xx ) 
dr -f- 

Se la cicloide è ordinaria, in cui r> = b , farà PV = 
— H? : quello valore gettato in analogia darà ar — x : 

2 r x * n ° 


V(2rx — ■**): :z:PV y ovvero 2r — x : y :: zPV\ lira nel circolo 
zr — x :y::y:x. Dunque^ :x::z: PV : cioè la fot tangente farà una 
quarta proporzionale all’ordinata dei circolo genitore, all’ a- 
fcifl'a ‘comune al circolo cd alla curva, ed all’ ordinata della 
curva fleffa; e per la fimilianza de’ triangoli PQC , PMV la 
tangente MV dovrà citerò ancora parallela alia corda C£K 
Dunque per condurre quella tangente f» tirerà la corda CQ, 
e del punto M fi condurrà la parallela MV a quella corda. 

Per la feconda formola QT = furrogart i valori di 
v y e dv fi avrà immediatamente j QT = —Hi . _ == s . 

Cioè nella cicloide la fottangente è eguale aH’afcilfa curvi- 
linea. 
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viiinea , odia all’ arco di circolo £)C , e fe la cicloide Tara 
l’ordinaria, la flelfa fottangente farà ancora eguale all’ or- 
dinata MQ. Dunque in quello calo per condurre una tan- 
gente alla curva baderà prendere (opra la g)Z la prte 
<£T = ed unire i punti M , T colla retta 

MT. 


LXVI. 


Una curva dicefi avere un alfintoto allora che, avendo 
qualche ramo infinito la tangente, che fi fuppone condotta 
all’ ellremità di quello ramo, incontra o 1’ alfe delle afcif- 
fe, o quello delle ordinate ad una diftanza finita dal ver- 
tice , e 1’ alfintoto è quella tangente infinita . 

Tra gli alfintoti alle curve alcuni fono paralleli alla 
linea delle afcilfe, altri a quella delle ordinate, ed altri for- 
mano un angolo determinato o coll’ alfe principale , o colle 
ordinate. A determinare la pofizione de’ primi è necelfario 
fupporre #, ovvero — * infinita, dy infinitamente piccola 
rifpetto a dx y ed inoltre che y abbia un valore finito , op- 
pure = o. Se y ha un valore finito a , la linea parallela 
all’ alfe delle afcilfe, e diflante da quell’ alfe della quantità 
farà un alfintoto . Se y = o, farà a = o , e 1’ alfe 
fteffo farà alfintoto alla curva . 

Similmente per determinare la pofizione di un alfintoto 
parallelo alle ordinate fi dee fupporre ±y infinita, d* infini- 
tamente piccola rifpetto a dy , e che * abbia un valore 
finito, ovvero = o. 

Dunque nella prima ipotefi dell’ alfintoto parallelo alla 
linea delle afcilfe fi farà ^- = ©© , ovvero —• =: o , e 

dy 9 dx • ' 

K 
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nella luppofizione dell’ affintoto parallelo alle ordinate fi 

r v . dx dy . 

farà invece — = o , -ovvero — === oo • 

dy 1 -dx 

Per una curva il cui affintoto deve fare un angolo de- 
terminato coll’ alle principale, o colle ordinate, come fuc- 
cede neli’iperbola , fuppofla x infinita , fi cercherà il valore 
della fottangeate PT , e da quella fi fortrarrà i’afcilTa x. Il re- 
fiduo fàrk il valore dell’ intercetta AT (Fig.ij.lcomprefa tra 
i’ origine A della curva e l’ aHìmato TM, e quindi condotta da 
A perpendicolarmente aU’afle la retta AB^ù cercherà il valore 
della AB } per la cui efìremità B dovrà poffare l’ affintoto. 

LXVII. 

Problema 14° Ef aminare fe ma data curva albi a 
qualche asintoto , e qualora t abbia , determinarne la pofixione. 

Traile fezioni coniche 1 ’ Elliffi ed il Circolo non han- 
no affintoto , perchè hanno rami finiti. 

La Parabola ha bensì i rami indefiniti , ma la tangen- 
te condotta dall’ effremità della cerva và ad incontrare l’ af- 
fé ad una diftanza infinita dal verrice, mentre in quella 
curva fi ha PT = 2x , ed AT = 2* — x = x, e polla infini- 
ta l’alciffa x làrà AT = ©©. Dunque quella curva non 
ha alìintoti . 

Nell’ iperbola , prefa l 1 equazione riferita al parametro 
>=( + e a cagione dell’ affmtoto fupponendo 

x = 00, farà y = x^/ ffi, poiché px fvanifee in confronto 

di e differenziando fiavràdy = dx ■£■ , e / —, 

quantità che non può fupporfi infinita, ovvero eguale a zero 
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per effere a e p quantità finite . Dunque la curva non ha 
verun aflintoto parallelo, alle alciffe,. od alle ordinate. Ma 
fupponendo che 1’ aflintoto faccia coll’ afle- principale un 

qualche angolo , farà ~ =- il. valore della tangente 

di quell’ angolo,. e que ir 0 di AT'if qual valore 

polla # infinita „ fi. ridurrà a ,^-fl s= — a .. 

x . 2 

Dunque 1 ’ aflintoto dovrà paffare* pel centro della cur- 
va , cioè per la metà dell’ afle principale .. 

All’ origine ideila curva; (Fig.13.) fi alzi ^'perpendi- 
colare all affé AP . Nel triangolo rettangolo ATB fi avrà 

Cof.T:Sin.T ml gi=Tang.T 

== j/ 7» e d AT = -jà a. Dunque- AB =.— a p / L — 

* -Inoltre - chiamando - b 1’ aiTe conjugato , il quale ,. 

come conila. dalle - lezioni coniche, è una - media proporzio- 
nale, tra- 1’ affé principale, ed il parametro, farà 

b = = ap , e quindi AB = -i- b . Dunque la retta TM , 

che pafferà pel centro T , e per 1 ’ eftremità B della AB 
perpendicolare nell origine A all’ afle principale , ed eguale 
al. femiafle minore, farà aflintoto- all’ iperbole. 

Sia la curva dell’ equazione- (jt — a)x = ab. 

Di fferenziando. fi trova ydx.- f - ydy — adx=. o , 

dy a —y. dx x 

~dx ~~~ ~ *• e g T—y " Nella, fuppofiziòne dell’ aflinto- 
to parallelo alle afcifle fi ha -^r ==o,cioè H =5 o, dal 

ax * « 
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che fi ricava y — a. Dunque in qualche punto A dell’ alfe 
AB della curva (Fig. 14.) alzata la perpendicolare AD — a, 
e da D condotta parallelamente allo fleflo alle la DG, farà 
quella un alTintoto. Parimenti nel cafo dell’ aflinroto pa- 
rallelo alle ordinate fi ha ~r— = o, e quindi 

* — o ; cioè 1’ aflintoto partirà dall’ origine A delle afcifi 
fe, e farà l’indefinita AC normale in A all’ alle AB. 


C*t 1 111 • ^ 1 w— » ** p 

ia la curva dell equazione y =x + a x , e li 
cerchi in efifa la pofizione dell’ allintoto inclinato all’ alfe'. 
Differenziando 1’ equazione , e ibftituendo il valore di 


dx 


~ nella formola della fottangente —, fi trova ^ 


my 


m — 1 , m 
nix -j- ria 


* offia, rimettendo il valore di y , \ > 4^ 

— n . 9 * — I <*y 


m — 1 , 
mx -f- na 


m , m — n n , , 

ix -f ‘ma x « . ydx ( 

laonde -r- — x= — 

1 1 m — n n — 1 dy n 


* m — n n 
m — n)a x 


m — 1 , m — n n — i 

mx -f- na x 


Nel cafo dell’ aflintoto inclinato all’ affé, fuppofta # 
infinita , fe m — 1 < n , x" 1 farà infinitamente piccola 

rifpetto ad x” ’ , e la formola fi ridurrà a — — =3 


fh—ft 

n 


. #==©©• Dunque non vi farà aflintoto nella curva.' 


Se m — 1 ss n, 
mola , quefta 
rà affintoto nella 


x 1 fvanirà dal denominatore della for- 

t N m — n n 

diventerà — — — - = —, e vi fi- 
rn — 1 m 

mx 

curva . 
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Finalmente km — i > n il numeratore fari infini, 
tamente piccolo rifpetto al denominatore, 4 cioè la forinola 
potrò fupporfi = o, e l’ aflìntoto alla curva avrò 1’ origine 

comune colle afcifle. 

\ 

' . T’ 
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Della Frazione ^ , e delle Tangenti 

Al. PUNTI MOLTIPLI. DELLE. CURVE.. 
LXYIII. 


Hbu- 


Analifi degli infinitamente- piccoli', non: meno che* 
Algebra finita fi danno certe forinole fcritte a. modo dii 
frazione , le quali fatte, certe, foftituzioni ,, fi riducono 

m. rrt' 

a ~ . La. frazione: ne porge un*, efempio,. qualora 

a — — a 

fi. foftituifca. a in. luogo di x ; poiché effa fi riduce a 


-, cioè a JL . Quale farà, adunque il valore di 


P 


Per procedere, con qualche- generalità fia — una frazio- 

j, ... 

ne,, in. cui effendo P, j^due diverfa funzioni, di. x s fatto 


x = a , fi abbia 

Si‘ differenza a parte ciafcun- termine della funzione , e- 
fia dP =5. P' dx e dQ~ 4j/dx,. effendo P ' , due 

altre- funzioni di x; farà. =. ~ . In P', ec * ln 

fi. foftituifca la quantità, a invece di x, e ciò, che ne 


rifulta , farà iL valore di Imperciocché ,, potendofi affu- 

mere P -f- rfP' invece di P, e invece- di fari 

P P 4- ri P 

ma <*P = P'dxj d£>_ = Qdx, e nell’ ipo- 
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p 

refi di x ra a, P e J^fi riducono a zero, -dunque — = 
^ 7 * Dunque, porto « in luogo di*inP',e 4£, 


P 

fi avrà il valore della frazione —, «Aia di -§-. 


P» 


Se dopo aver fatta la foftituzione dì a in luogo di x, — 

fi riduce ancora a-§-,conuna feconda differenziazione del nume- 
ratore, e del denominatore -fi cercherà allo fteffo modo una 

pt* 

nuova frazione -^7 , in cui , porto a in luogo di x , fi 

abbia il valore cercato. Se quefta feconda differenziazione 
non batta, fe ne potrà fare una terza, una quarta . . . ec. 


Sia propofta la frazione 


m m 
x — a 


41 

* - 


, la quale , fatto x = a , 


fi riduce a •§• . Paragonando quefta frazione colla generale 


,^_~x”— a ^ onde dP ess 


fi ha P = x - 

0 * 

m—i, , n—i dP mx m *dx 

wx dx , d£)j=. nx dx,e — = — — — - — 


nx 


-1 


dx 


m m—n 
— * 


• , , * nt m—n ” 

cioè , porto a invece di x , farli — a il valore di ~ 


olfia di 


La frazione , fatto x= a, fi riduce a -§•; dun- 

que fi faccia P ss a” — x”* , e Q s= 1. a >— 1. x . Sarà 

dP 

dSV 


j p “ * j , dx dP — nx 

dr = — »x dx. d& = , e — s=s 1 

’ *<- * » c do —dx: 


nx dx 
X 
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c=»x*, e foflituendo a io luogo di *, farli na il valore 
di 

X — * 

Sia la frazione - - — r- > quale fi riduce a •§• nella 

l.(i — *) 

fuppofizione di x = o. Differenziando il numeratore ed il 

. . dP Aa* — a *) e* Udx -f- a * i.alx 

denominatore fi ha — = ^+77 — 5 *,(«+ 7 ) 


= ( a* 1. a -f a .*1. a )( I + x ) , e fatto x = o 

farà x°l. a ~ì~ x a (i“f-o) — i l. a il valore della fra- 
zione. 

Similmente la frazione luppoito 

x = a , fi riduce a . 

Dunque operando, come fi è fatto negli efempj prece- 

- . » 

_ s dP 4 a*xdx(iax* — za') T — 4 *d* 

denti, fi avril jn UHI 

xdx(za % — -**) * + dx 

* 

4 a' x ( jfl** ) Zlil e mettendo a in luogo di * fari 

— x(z<P — *») *+« 

— = 5-2 . Differenziando adunque di nuovo ciafcun termine 

d& ° ' 

a porte fi avrà queff altra frazione t 

+a l dx( ja x* za' ) \6a' x x dx( jax' — za 1 ) ' 4^* J a q Ua [ e 

dx(.zd> — x>)~~ ~ — *'dx( za* — x* T 

cancellando dx perchè fi ritrova in ciafcun termine , e met- 
tendo a in luogo di x , fi riduce a 8 a . Dunque 8a farà il 
valore della frazione nel cafo di * ss a. 

La frazione . — , nel cafo di x = i, -diventa 

X— I l.x # ’ 
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~ *ò~ * Riducendo ì termini allo flelfo denominatore 

cioè fcrivendo la frazione in quella forma — * "** r 

, t xLx— }.* * 

ferenziando ciafcun termine, e riducendo, fi avrà la nuova 
frazione — , la quale, pollo i invece di x, di- 
venta ancora -g- . 

Wlfe'renziando di nuovo la Ridotta, dividendo per dx y 
e foflituendo i ad « fi avA~~— = - 1 . Dunque —fa. 
rà il valore di -§•. 

’ LXIX. 

Qualora però dopo varie differenziazioni non riefea di 
determinare il valore di -g-,fi potrà ulàre il metodo lèguente. 

Sia « quel valore di x , che riduce la frazione a 
In ciafcun termine della data -frazione in luogo di x fi fo- 

ftÌtU ^ Ca " + d *' ovvero * — <tx y e fi riduca la formola 
ai minimi termini. Se quella nuova frazione non dà il va- 
lore cercato, cioè, le pollo a io luogo di x, effa fi riduce 
ancora a -g-, fi ripeta la.fleffà operazione una, due,3...ec. 
volte . Alla fine fi giugnerà ficuramente ad una frazione 

della forma — — , il cui valore farà o finito , ed eguale a 

ari' am»" t • 

t m -, , % . f „ . 

Jj ,0 Infinito, o infinitamente piccolo , fecondo die m farà 
o eguale, o minore, o maggiore, di 

Per efempio nella frazione — t= ??»+»») 

' ì Q. V ( « X } . ’ 

la quale nella fuppofizione di x = a fi riduce a -§• , diffc* 

t * 1 - ' > * U 7 - 
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renziando il numeratore , ed il denominatore fi troverà 


4P _ 
<tSL~ 


J, p 

— * : - — = e cosi all’infinito. Per deter- 

u 7 iL. u * * 


ddp 
° >1h 


minare adunque il valore della frazione —nd gaio di *===<7, 
fi metta a-j-dx in luogo di *,e fi avrà fk trasformata, * 

V' ( — W* -f- ì*dx d - ) *1 , ' 1 . 

— — — 2 , la quale T , mettendo a 

' ^ — a — — zfc . 

11 ‘ d- ' 

invece di *, e traforando d#’ , fi ridurrà , a - — a. 


; Ji u L * VlUll 

valore della frazione nel cafo di * = a . 

• O 

X 


i > *• T *J * X» 1 il 


Parimenti nella frazione — 7 — — 7-^-, mettendo r -\-dx 

x -f- I 1. X 

in luogo di *, fi avrà la trasformata * — — — 7-—. 
0 a* L(t-f - dxy 

oflk' riducendo i termini allo ftefTo denomifjatore 

.( I + dx) U ( I*t-dx) — dx , 'O Vi:: ii t ’.v. .tjjo! 

, - .. dxì.(l-j-dt) '..,1; • ;M 1 , 

Ma l. ( i -f- dx '). ~ dx ( l i — — d# 1 — ec * )* Dunque 

•fofiituendo quello logaritmico farà la nuova trasformata t 
(l-\-Jx)dxCir-rrrdx-\-^-dx % rr-ec.)-^ dM. . ' t — ~T dft nf - ec. 

+ : ' •- I * — 7 d#-f - Tjdtt ec. 

che , 'trafuuraado tutti i termiuidnfinitefimi , fi ridurrà uni- 
camente a ~-l- : • - • • .'v. - . .• • : ! 

LXX. 

: dlù . . i t .1 1. 1 . , 

Un problema analogo al precedente, ma puramente 
analitico , ed affatto indipendentemente dai calcolo differen- 
ziale fi è quello in cui, fi cerca , fe una data formala ferina 
a foggia di frazione pojfa ridurfe alla forma di e con 
quale fojiituzione della variabile ,, . . 4 , ( , 

Si eguaglj a zero feparatamente il numeratore, ed il 
denominatore delia data forinola , e fi cerchi in cialcuna 
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delle due equazioni il valore di x. E’ chiaro, che fé i due 
valori trovati faranno eguali, follituiri nella forinola la ri- 
durranno alla richiefta efpreflioue Oppure fi eguagli a 
zero il più femplice fattore della frazione, in quella equa- 
zione fi cerchi il valore di x , e quello fi follituifca nell’ 
altro fattore. Se quello fattore fi riduce al zero, il valore 
trovato farà quello , che Icioglierh il problema . Conchiudo 
con alcuni efempj prefi dalle forinole precedenti. 

n __ n 

Nella forinola ; — , pollo a 7 — x n = o , fi ha 

x = pollo 1 . a — l.x=o, fi ha pure x = *. Dunque 
la forinola è ridutibile a •§• nel cafo di x = a . 

x — X 

Nella formola y - la fuppofizionedi a * — a * 

— °dà a — a *,onde xl. <7 = — X l./j,x = — x, ed x =0. 
La fuppofizione di l.(i -f x) = o dà i-f-x = i, e x = o , 
poiché o è il logaritmo dell’ unità . Dunque la frazione fi 
riduce a ~ nel cafj di x = o. 

Nella formola — ^ ■■ , facendo il denominatore 

x 1. x — 1. x o , fi ha x 1. x es 1. x , e dividendo per 1. x , x 1 : 

quello valore di x follituiro nel numeratore lo rende = o . 
Dunque 1 è quel valore che riduce la formola a 

a 

Similmente nella formola - - ^ ^ a * — - ~ — 

( 2a' — x’ ) * -f- x — 2 x . 

eguagliando il denominatore a zero, togliendo il radicale 
e riducendo, fi ha l’ equazione quadratica x‘ + 2 ax-\~a % = 0, 
la cui radice è x — a =0, oflia x = a . Quello valore 
follituiro nel numeratore lo fa fvanire : dunque elfo riduce 
la formola a . 

L 2 
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LXXf. 

Sia SOMZM' ON" (Fig. 15.* ) una curva i cui rami 
s’ incontrano in qualche punto O chiamato Punto multiplo 
della curva . Sia AR la linea delle alòide, AZ quella del- 
le ordinate. Sulla prima preudan fi diverfe alòide AP , AR\ 
fulla feconda diverte ordinate AQ_ y AZ , e fi menino le 
coordinate corri fpondenti PM y PM' y RO , ec. QN y jSjW 7 , 
J£N",Z 0 ec. 

Dalla femplice ifpezione della figura è evidente i.°che a 
cialcun afcida AP prela fulla AR corrifponde , almeno dentro 
un certo limite, un certo numero d’ ordinate PM Ì PM ’ . 2° 
Che quelle tra quelle ordinate , le quali corrifpondono al 
punto multiplo O, dove i rami della curva s’ incontrano, 
fi" eguagliano tra loro , e fi confondono in una fola. 3“ Che 
a ciafcun ordinata A^ prefa fulla AZ corrifponde pari- 
mente un certo numero di alòide ijW, J§W", e che 

quelle tra quelle alòide, le quali corrifpondono allo (ledo 
punto O , fi euagliano tra loro , e fi compenetrano in una 
fola OZ . 

Ciò pollo fi chiami a il valore dell’ alòidi e J 
quello dell’ ordinata y nel punto multiplo O . L’ equazione 
alla curva deve eder tale, che, pollo a in luogo di *, fi 
abbiano tanti valori di y tutti eguali a b quanti fono i ra- 
mi , che s’incontrano in O , e che, pollo b in luogo di 
y , fi abbia lo Hello numero di valori x tutti eguali ad a. 
Cioè 1 ’ equazione alla curva deve poterfi ridurre alla forma 

(x — aj 7 ’ A- |-(x — a ) m . 1 (y — b)B-\-(x — u) m . 2 (_y — b) C-f- 

(*-/*) m - 3 (y-b) J D + (y~b) m T = o } 

dinotando A y B y C y T delle funzioni qualunque di 
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x, y e cottami , ed m il grado di multiplicith , oflla il nu- 
mero dei rami della curva, che pattano pel punto O. Im- 
perciocché in quell’ equazione, fuppotto x = a, fvanifcono 
tutti i termini affetti dal fattore x — a, ed etta li riduce a 

(. y — b) m T =0, offia ( y — b) m — o, la qual equazione 
è il prodotto di un numero m d’ equazioni femplici ed e- 
guali ad y — b = o; cioè di un numero m di valori y 
tutti eguali a K Lo fletto fi dica rifpetto al valore 

y=.b. In tal cafo l’equazione fi riduce ad (x — a) m ~ o, 
dove i fattori eflendo m in numero, ed eguali all’equazio- 
ne femplice x — a — o, fi ha un egual numero di' valori 
di x tutti eguali ad <1. 

Supponendo ora che la predetta equazione venghi dif- 
ferenziata tn volte di feguito col riguardare le infinitefime 
dx r dy o come variabili, o come collanti, e confiderando 
attentamente le varie equazioni differenziali ottenute deve 
(Ombrar manifefto . 

i.° Che non v’ è che 1 ’ ultima tra quelle equazioni, 
la quale abbia qualche termine non affetto dai fattori 
x — a y y — > b . 

2° Che trovandofi nella curva qualche punto multi- 
plo , debbono fvanire tutte le predette equazioni, o diffe- 
renze , eccetuata l’ultima, quando in luogo di x,_e di^ ven- 
ghino follituiti i valori a , b corrifpondenti a quello punto. 

3. 0 Che in quell’ ultima equazione differenziale tutti i 

termini , eccettuati quelli , nei quali entrano Jx m , e dy m , 
fono affetti da qualche potenza di (x — <r), e (y — i); 
e che perciò dopo la lofiituzione, la medefima equazione ri- 

durrafli alla forma di dx™ P dy™ Q = o, in cui P, e 
faranno ancora funzioni di x , y e collanti non affettte dai 
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fattori ey — b. Finalmente, che da niffuna delle 

accennate equazioni , fuorché dall ultima, fi può a\ere il 

valore di — non altrimenti efpreflo che per . Com- 

dy 

proviamo tutto ciò con un efempioj e fia la curva dell c- 
quazione a ( x — a )* — b (> — b / — o . 

Differenziando due volte quell equazione fi ha 

1. ° 2 adx(x — -rf) — lbdy(y — A) = o. 

2. ° Zadx x -\- 2 addx( x — ’tf) — 2 bdy x ' — lbddy {y—‘b) — 0. 
Fatto * = a , ed y = b , la prima di quelle due e- 

quazioni fvanifce interamente , e la feconda fi riduce a 

, , _ . dx b dx ^ J~b 

2 adx x — 2 bdy 1 = o, donde fi ricava , e — =J/ — > 

• ydx 

e follituendo nella formola delle tangenti fi ha — = 

±b !/("-')'• Quello doppio valore dinota due tangenti 

al punto multiplo delle curve , le quali appartengono a due' 
rami , che quivi s’incontrano , 

LXXII. 

Quindi per determinare fe una curva, di cui fi conolce 
T equazione , abbia uno o piò punti multipli , in qual par- 
te del fuo perimetro fi trovino quelli punti, e quanti rami 
paflino per ciafcun de’ medefimi , fi differenzj la di lei equa- 
zione, fi eguagli a zero feparatamente la fomma dei ter- 
mini affetti da dx , e quella dei termini affetti da dy ^ e da 
quelle due equazioni infieme combinate fi cavino i valori 
di *, e / , che competono all’ uno gd ai piò punti multi- 
pli della curva . Per afficurarfi però dell’ efillenza di tali 
punti, e per determinarne il grado di multiplicitò in ciaf- 
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cun d'erti. Si efamini prima fa i trovati vafe*ri di * ed y y 
foftituiti nella data equazione, facciano fvanire ogni quan- 
tità : in tal cafo fi differenzi di nuovo 1’ equazione della 
curva, trattando per maggior brevità dx y e dy come co- 
llanti , e in quella feconda equazione differenziale fi fofti- 
tuifcano i valori di « , ed . y . & dopo quella foftituzione 
non fvanifcono tutti i termini dell’ equazione, il punto 
multiplo non è che doppio , cioè per elfo non palfano che 
due foli rami della curva* ma fe tutti que’ termini fvanif- 
cono il punto è più che dóppio; perciò fi paffi ad una Ter- 
za differenziazione, fuppor.endo Tempre cortami dx , e dy\ 
ed avendo foftuuiti nella nuova equazione differenziale i 
valori di .v ed^, il punto farà triplo, quando non tutti i 
termini fvanifcono, e più che triplo, quando fvanifcono 
tutti. Si profegua quindi a differenziare ed a foflìtuire t 
foliti valori, fino a che fi arrivi ad un equazione , i cui ter- 
mini dopo la foftituzione non fvanifcono interamente. Il 
grado di differenziazione di quell’ equazione , indicherà quel- 
lo di inulriplìcità del punto cercato. 



< -i 0. i - . , 

• si’iì 
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CAPO OTTAVO. 

S 

De’ Massimi , e de’ Minimi . 


. LXVI. . i . .. .••• 

E la legge , per cui una quantità variabile è prodotta , 
efige, che quella quantità crefca, ovvero decrefca fino ad un 
certo fegno per poi immediatamente fcemare ocrelcere, la 
quantità variabile pervenuta a quello punto di maggiore o 
di minore grandezza prende il nome di Mafimo o di Mi- 
nimo , ed il Metodo analitico, col quale fi determina il di 
lei valore, oppure quello di una qualche fua funzione in 
quello punto, fi chiama Metodo de’ Maflimi , e de\ Mi- 


mmi 


LXXIV. 


il - ; . 


Sia y una funzione di x, la quale, per qualunque va» 
lore fi follituifca ad x, riceva fempre un valore reale, e 
fi indichi per x quel valore della ftelTa x , che riduce la y 
ad un malfimo, ovvero ad un minimo. E’ manifello che 
fe ad x fi follituifca x -+• <p, ovvero x — (p , fupponendo q> 
una quantità molto piccola, la corri fpondente funzione farà 
minore di y , quando quello fia un malfimo, e maggiore 
di y , quando y fia un minimo. 

Pollo adunque x ± <p in luogo di x, la funzione y 


tydy (p 1 ddy Q'd'y 


diventerà (Art. XXXV.), ± ^ ^ 

+ ec., e però nel cafo del malfimo valore di, dovrà e fiere 
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, <pd» 


+ 


<J5* ddy 
2 dx l 


V'd'y 
•’ 6dx> 


-f- CC. 


8p 


e pel cafo del minimo 

<p l ddy 
idx* ~ 


*< y± ^7 + 


6dx> 


+ ec. 


Cioè, trafcurando tutti i termini in cui entra qualche po- 
tenza della picco li (Ti ma quantità <p , iarà pel primo calo 

y ">y i , e pel fecondo y <y ± —■ . 

Ma nel cafo di un maflimo o di un minimo fvanilce 

ancora la quantità ± , poiché la formoli fi riduce alla 

fola y . Dunque per conolcere fé una funzione comunque 
comporta di variabili e cortami poffa ridurfi ad un maflì- 
mo, oppure ad un minimo, fi faccia erta eguale ad y y fi 

differenzj, e fi cavi il valore di^-. Quello valore fi egua- 

glj a zero , e dalla formata equazione fi elimini la x # 
Il trovato valore di x farà quello, che renderà maflìma 
o minima la funzione data, qualora erta fia fufcettibile di 
tale fiato. La ragione di ciò fi è, che nel cafo di un mafli- 
mo o di un minimo, dovendo elfere = o, farà pu- 


re^- = o , onde cc. (*) . 

GX 9 ' ' 

M 


(*) Dall’ equazione — = o, moltiplicando per dx, fi ha dy = o. 
Cioè nel punto di maflimo , o di minimo , il differenziale della variabile è zero. 
Cinque in quello punto la variabile può riguardarli come collante , 
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SO 


LXXV. 


Non è però cosi facile il conofcere fe 1 ’ ottenuto valore 
di x corrifponda ad un maflìmo, oppure ad un minimo ; 
anzi non di rado accade, che quello valore di #, quantun- 
que fia — = o non appartiene nè all’, uno , nè ali’ 


altro. 

Sia / il valore , ovvero nno trai valori di x che fi ot- 
tengono dall’equazione = o ; quello valore fi foftituifca in 


ciafcuna delle efprelfioni 


ad, 

77 


d't ~ c ddy 

— , ec. . e fi taccia — = p , 

dx‘ dx x r 1 


— =; q , — = r , ec. Sarà la funzione trasformata y -f- <p' * 

dx> 5 ’ dx* ’ ^ r 

± v 0>' 9 + « (P* r ± ec - 

Ora fe p è quantità pofitiva, trafcurando tutti i termii 
ni della formola dopo -£-<p‘ p come affai piccoli, la llelfa 
forinola fi ridurrà ad y <p‘/>, cioè ad uno fiato maggiore 
di y, e perciò y farà un minimo. 

Se p è negativa, farà invece la formola y — -rtp'/S 
quantità minore di ,y ì il che indica, che y farà un mailimo. 

Se p è zero la ftcfl'a formola diventerà y±~(p' s + 77 (p 4 r 
± ec., in cui fe q non è zero, non fi avrà nè un maflimo, nè un 
minimo: poiché fe q non è zero, qualunque Ga opofitivo, 
o negativo il valore di q , ommeflì tutti i termini al di là 
di v (p *?, nel cafo del malfimo làrà y±-±<p'q<,y ì e nel 
cafo del minimo y dt t (p 1 q > y , il che evidentemente ri- 
pugna a motivo del doppio fegno, non potendo mai effe- 
re nè y-h -7<P’S <>, nèy — ± <p' q > y * 

Sia adunque q = o, e la formola diventi y -f- q>* r i ec. 
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Se r è pofitiva fark y -f 77 <p 4 r > y\ cioè y fark un 
minimo. 

Se t è negativa fark y — 77 <p* r < y t ed y fark un 
maffimo. 

Ma fé ancora r è zero , il giudizio dovrk riportarli 
alla lettera feguente r, e fark del tutto limile al di gik 
fatto in riguardo alla lettera y;cioè fe x non fark eguale 
a zero, non avralfi alcun maffimo o minimo, e fe x fark 
3=3 o, la funzione^ fark un minimo, o un maffimo, fecon- 
do che la feguente lettera t fark pofitiva, o negativa. Che 
fe ancora t Ha = o, fi dovrk prolèguire collo fteffo crite- 
rio, e formare il giudizio della feguente lettera, e cosi 
in poi . 

LXXVI. 

Dunque in generale , giunti al differenziale -- - -- che noti 

ifvanifce , fe m làrk numero dilpari non fi avrk alcun maffi- 
mo o minimo , e le m fark numero pari fi avrk o un ma f- 

fimo, o un minimo, lècondochè — fark o negativo, o 

pofitivo. 

LXXVIf. 

Ciò però dee unicamente intenderli , allora che la ritrovata 
funzione fia pofitiva. Che fe quella fark negativa, fi avrk in- 
vece un maffimo negativo , quando 1’ ultimo differenziale , 
che non ifvanilce , fark pofitivo, ed un minimo negativo, 
quando quello differenziale fark negativo . 

M 2 
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Lxxvir. 


PROBLEMA i.* Determinare i enfi > nei quali una fun- 
zione della forma di x” 4~ A™ -t Bx' n 2 + C*™ * 

4- M puh diventar majjima , o minima. 

i.° Sia la propolla funzione *‘4* ax-\-b. 

Si faccia **-f - ax-{- b s=y . 

Sarà ~- = tx -a 

dx 


— r 


idx' 

e pollo ^ , offia 2x 4- as=o t avrafli * = — 4 a , e la 

funzione farà un minimo , poiché ha un valore pofi- 

fitivo; cosi, follituendo il valore di *, farà quella funzio- 
ne minima y = b-——^a x . 

2° Sia la funzione x' — ax x -\-bx-\- c. 

Pollo *' — ax % -\- bx-{-c=y . 


Sarà-^- = 3** — * 2 ax 4- b 


dx 


ddj 


nix 


3* 


e fatto 3 ** 4 * 2 ax—b — o fi troverà x— a 44'^ { aa —lb) , 
valore per cui la formola non potrà ridurli nè ad un maf- 
fimo , nè ad un minimo , quando non fia aa < $b; poiché 
fe /w< 3 i,il radicale farà immaginario, e fe aa = 3 £, fa- 

rà sr(aa — 3 i) = 0 , onde # = T *, e — = 0 . Ma — 

= 1 , cioè non è zero . Dunque in quello ufo non fi 
avrà verun malfimo, o minimo . 
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Se aa < $b , farà reale il valore di aa — - 3Ì) , e 

folli tuendo il valore di x, avrafli - ~?~ -=s± V(aa — 3 b. Dun- 
que la formola farà un minimo quando, xzzj-a+Vfaa — 3 i), poi- 
ehè^— fari politi vo, e un maflimo, quando x=z\a — Via * — 3 b\ 

poiché ^~- x fari negativo * • • . . 

3. 0 Sia k 4 — -y- #' *t" 28*’ — 32* -f 1 =sj» 

Sarà = 5<ftr— 32 , 

s = < *;-* 8 *+> 8 

e formando l’ equazione 4*' — 28** -f- 5 dx — 32 = o , e rifol- 
vendo, fi otteranno le tre radici x = 1 ,x = a, *==4. 

J l y 

Per la prima di quelle radici fi avrà — t = d, dun- 
que la funzione corrifpondente a quello valore di x, cioè 
y = — 11 -7- , lari un maffimo negativo . 

Per la feconda radice fi avrà = — 4, e la comf1 

2 dar» 7 

pondente funzione y ss — p 7- fari un minimo nega* 
tivò. 

Per la terza fi avrà ^ =11, e perciò la funzione 

ritornerà malfima negativa, e lari y = — 20 7- . 

4. 0 Abbiafi per ultimo la funzione x* — -7- 

dy 

- — 4*' + 1 ==y. Sari — — dx' — 1 2x 4 — • dx' — ■ 1 2x* > 

ddy 

— = 15X 4 — 24 x'-f px‘— 12. 

Si formi l’equazione dx* — i2x 4 — dx' — i2x‘ = o j 
olila x' — 2x 4 — - x' — - 2x* = o , quale rilòlra nei fattori 
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k* - (k‘ + i).(m — *) = o, dark due radici eguali x = o, 
due immaginarie comprefe nel fattore x* -f- i = o , ed una 
reale x — 2 =0. 

Le due radici eguali, e le due immaginarie fono fu- 
perflue , perchè non poffono ridurre la funzione nè ad un 
maflìmo, nè ad un minimo. L’ultima radice x = 2 foftitui- 

ta dk = 72 : dunque efla riduce la funzione ad un maflì- 

mo negativo, che fark> =•— ip-f-. 

LXXIX. 


Dai recati efempj s’ inferifce i.° che la determinazione 
dei maflìmi , e dei minimi in una data formola dipende 

dalle radici dell’ equazione ~ =;o,cioè che tutti i maflì- 
mi e minimi della formola generale y ~x m -f- 
Bx m 2 -f -Cx m ^ . . . » . -f - M dipendono dalle ra- 
dici dell’equazione mx m I -f-w — 1 .Ax* 2 -{-m — 2 Jìx 73 ^ 


+» — 3 .Cx m ^ -f- . . . . =r o , in cui il maflìmo ef- 
ponente di x è minore di un unitk dell’ efponente maflìmo 
nella data. 

2° Che la medefima funzione non pu& avere alcun 
maflìmo, o minimo, quando i differenziali di grado im- 
pari “ ; —■ ; — ; ec. dopo le foftituzioni non fi riduca- 


no al zero . 

3. 0 Che fi avrk ficuramente qualche maflìmo, o mini- 
mo, quando quefti differenziali fi annulleranno, offìa quan- 
do 1’ ultimo differenziale, che fvanilèe dopo le foftituzio- 
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dì, farà di grado impari, e che le radici della prima equa- 
zione differenziale non faranno tutte nè eguali, nè 

immaginarie. 

4-° Che una funzione potrà avere più maflimì , e più 
minimi , e ciafcun maflimo potrà effere indiftintamente o 
maggiore, o minore di ciafcun minimo, e viceverià ; poi- 
ché ad effer maffima 0 minima una funzione nuli' altro fi 
racchiude , fuorché ella fia maggiore o minore delle fun- 
zioni , che la comprendono immediatamente. 

5. 0 Che fe r equazione ^ = 0. avrà un numero di ra- 

dici eguali , non fi avrà verun maflimo , o minimo, quando 
quefto numero fia pari , e fi avrà un fol maflirao , od un 
fol minimo, quando fia difpari. 

LXXX. 

PROBLEMA 2 .° Cercare tutti i majjtmì , e minimi pojji - 
bilt nella frazione della forma —, in cui P e jCP fono fun- 
zioni razionali di x , 

v , . Sia la frazione — * ■ . •• 

I-f-X* 

Facendo , = e differenziando «ha & = 

' Z? = Ijffr • t i- uindi formando >' =ì“KÌone 

— 0, e rifolvendo fi ottiene * = ± V 1 s±= i 1 . Il valore 
pofitivo + 1 riduce la funzione ad un maffimo pofitivo, 

poiché fortuito ,dà e* — -Lj ed> = v 
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Il 'valore negativo — i foftituito dà ed/ 

s= j- ; onde riduce la fteflà funzione ad un m afflino 

-negativo . 

Siala frazione y = -- - 3 *~|"** . 

i+jt« 

Differenziando fi ha s=s — -- t2 *, e ss 

«* (*-r3*'r* J 0* «** 


»2 -f- 7»jr — il** A i — h-j-uii 

r~ -.Quindi r- — ; — — = o, 

a + 3* — «0* + * 


. — > i * — f— 6 xx 


fd* = ± V 2. 


ddy 


Dal valore + V 2 fi ricava j; = -Zìiiì^L. 

(4+3 ^ a) * 

— o, 02P4, maflìmo negativo . Dal valoreV z fi 

=- - 7 - 2 "‘T 48 ^ 2 quantità negativa , poiché 
(4 — 3^ * )• 


, ed y 
ottiene 
7 2 > 


48 v' 2 ,e4 <jv^ 2; Dunque y = rr 33 1 97* minimo 
negativo . 


LXXXI. 

Alla fleffa maniera fi potranno cercare rutti i maflìmi , e 

minimi poflibili di una funzione della forma( x> ” + A™ I + 

Bx n 2 -f -C» m 3 -f M ')*, qualunque i5a 

1’ efponente n. Mentre, eguagliando qnefta funzione ad y , 
c differenziando , fi avrà 

— = »(* + Ax Bx ... +M) . (mx 

-}-ot — 1 A* 71 2 -j- m < — 2 Bx™ 3’ -f- P)~ o , 

c 
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c qui ndi l’ equazione mx m 1 -f- m — i Ax m 2 + m — 2 Bx m 3 

+ P=o, le cui radici daranno tutti i maf- 

fimi e minimi poflìbili. 


LXXXII. 


PROBLEMA 3.® Data /’ equazione ad una curva cercare 
a qual punto dell' ajfe corrifponda la majjima 0 minima or- 
dinata y, cd il di lei valore in quejìo punto. 

Sia la curva dell’ equazione y = ( * -f- £) — ■ + . 


Differenziando fi ha — = — — , 

dx a 2x‘ ’ 


ddy 
2 dx' 


a 1 

2 *' 


, e facendo = o,fitrova x = ± aV 

’ a 2x' 1 

il qual valore , foftituito nel fecondo differenziale , dà . 


_ ± 


< 4 »)* 


— ; il fegno fuperiore indica un minimo, e 


1’ inferiore un maffimo. 

Dunque la curva ha un’ ordinata minima pofitiva 
==fv^( /»' -f -ab ) , alla quale corrilponde l’.afciffa a V , ed 

un ordinata maffima negativa = — 7^ (a x + ab) corrif- 
pondente all’ afeiffa negativa — . 

Sia la curva un’ Ellifft,od un circolo di genere fupe- 
riore, la cui equazione differenziata fi è (XLIX) 


dy 


*» + 


U 


m. 


a — * 


n a \ m -\~ n m .a — x — . 

• p ) ) dx ( 

r * u x — xx / 


N 
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Eguagliando a zero quello differenziale , e dividendo per 

a — d h fi avrà 1 equazione — — — 

r= o , dalla quale ricaveralu x = • 

Nell’ ellifft e nel circolo comune, in cui ot=» = i , 


farà x = 


Dunque follituendo quello valore, 1’ ordinata maflim* 


farà ■— V ap . 

Ma nell’ Ellifli ^Tp è il valore del femiaffe coniu- 
gato , e nel circolo = Dunque in cialcun d elfi Tara 
yzzsi~a* Cioè la maffima ordinata nell Elliffi corrifpon 
derà alla meta dell’ affé maggiore , e làrà eguale all affé 
minore, e nel circolo farà lo fteffo fuo raggio. 

In un dato circolo fia 2 a\ il diametro , x qualun- 
que alciffa computata dal vertice, ed y 1 ordinata corrif- 
pondente. Il diametro 2 a fia ancora alfe di una curva, di 
cui cialcun ordinata z fia media traile corri fpondenti coor- 
dinate al circolo x y yi determinare- la maflima ordinata in 
quella curva . 

Nel circolo fi ha yy = 2ax — ■ e nella curva 

zz — xy . Dunque differenziando la prima equazione 

farà dv = a JHZ— e differenziando la feconda farà dz = 

y - - 

ovvero , foflituendo il valore di dy , e riducendo , 

IX 1 


iz = y ' rlx ^~‘ ,xd * — ^^.Ma, a motivo della malfima ordina- 
li 


ta * , farà zero il valore di dz , cioè farà 
= o. Dunque, moltiplicando ciafcun membro per izy y Co - 


y'- rlx a xrix xxlx 

2ZJ> 
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ftituendo invece di y* il Tuo valore io* — xx, e liberando 

la x, farà x ss — . 

7 a 

Dunque la raaflima ordinata corri fponderà ai 7- del 
diametro 2*, e làrà-^- p/ 27 . 

Sia finalmente la curva dell’ equazione xy = xx -f- **• 

Differenziando fi ha dy = dx — f_£* = 0 y on( j e _ 

** 

x*=;o,ed* = ix. 

Differenziando di nuovo per vedere a che corri fponda ciaf- 
cuno di quelli valori di x fi ha ^7 ss cioè , mettendo il 

valore di x, ~ ± — . 

T a dr- a 

Dunque il fegno fuperiore indica un minimo pofitivoj 
e l' inferiore un minimo negativo , perchè nei i.° cafo fi 
ha y = ia y e nel 2. 0 y ss — 2 a . 

LXXXIII. 

• - • r 

PROBLEMA 4.. 0 Dividere una data quantità a in farti 
a fer modo che il loro prodotto fi a un majjìmo. 

Sia n ss 2 , fi chiami x una delle due parti ; fari a — » 
l’altra parte, ed ax — xx il prodotto loro. 11 differenzia- 
le di quello prodotto nel cafo del maffimo deve eflere zero. 
Dunque làrà adx — ixdx ss o; e rifolvendo x = -7 a , 
ad a — x ss 7- a. 

Cioè la quantità a dovrà efler divilà in due parti 
eguali . 

Sia nss 3, e fi chiami x la prima parte, y la fecon- 
ila, a — * ; — y la terza. 

N 2 
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Sarà ayx — x'y — xy x il prodotto di ( quelle tre parti, ed 
tydx-\~ axdy-*-ixydx — x x dy — ixydy*—y x dx il differenziale di 
quello prodotto. 

Nel cafo del maffimo prodotto {Vanirà quello differen- 
ziale: dunque, eguagliando a zero la fomma di tutti i ter- 
mini , che contengono il differenziale della medefima varia- 
bile,* fi avranno le due equazioni 
aydx — 2 yxdx — y x dx = o 
axdy — x' dy — lyxdy =3 o 

Dalle quali fi ricaveranno i tre valori x = y 4, 

>’=T a > a—*—y=T a - 

Dunque la quantità a dovrà dividerfi in tre parti eguali. 

Sia » = 4,efianolequattro parti — x — y — z. 

Il loro prodotto farà axyz — x x yx — xy % x~—xyz' i 
ed il differenziale di quello prodotto 

ayzdx -f- axzdy -f- axydx ; . -, 

— 2 xyxdx — x' xdy — x'ydx 
< — y l zdx — 2 xzydy — xy l dx 
— yz' dx — xz x dy — ixyzdx 

Quindi eguagliando a zero le fomme dei termini , 
che comprendono i differenziali delle fteffe variabili, fi 
avranno le tre feguenti equazioni 

ayzdx — ixyzdx —y' zdx — yz x 0 , 

axzdy — - x % zdy — ixyzdy — xz x dy = o , 
axydz- — x'ydz — xy dx — — 2xyzdz-=o , 

Dalle quali fi caverà x =-7 j, y => 7- a , z-= -*• 4, 
4 — x — y — a = -7 a . 

Dunque la quantità dovrà effer divifa in quattro partì 
eguali. 

Se » farà eguale a 5, a 6 , a 7, ec., operando come 
finora fi è fatto, fi troverà che la quantità a dovrà 
dividerfi in 5 , in d, in 7 , ec. parti eguali. 
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LXXXIV. 


xox 


* ‘ Problema 5.* Dividere urta data quantità a in farti n , 
per chiamando x y j> y z cc. quefie parti y il prò - 

dotto iKlltfy cc. fia un majjinto . 

2 . jjpfiano le due parti x, <* — « , ed il 

richiedo prodotto x^ (a — x)^ . Il differenziale di quello prò- 

» * 

dotto eguagliato a zero darà 1’ equazione mx m l (a — x)?dx 

' — px 71 ( a< — xf~~~ l dx =0; onde, dividendo pel fattore co- 
mune . e liberando fa x,làràx. = — m - , ed a — x=za — - 

w+P > 

a m __ ay •- 

«+P "»+P* 

Sia n = 3. Saranno le 3 parti x, y, * — x— -y, il 

prodotto cercato x m y? (a — x — y)^, ed il difia’Mziale di quello 

prodotto mx m l y^(a — x — yfdx -f- px n jr — x-—yfdy 

— qx m yP(a — x — yf 1 dx — qx™ y?( a — x — yf 1 dy 

= o. Eguagliando a zero ciafcuna fomma di termini, che 
contengono lo dello differenziale , lì avranno le due equazioni . 

mx m l y^{a — x — yfdx — *qx m y?(a — x — yf I dx= o t 

px m yP I (a—X'—yfdy — qx m yP(a — x — yf I dy=o ì 

dalle quali fi avrà x = ** 

ed x = 


m ~f~ <1 

<a — py — qy 


P 


Quelli due valori di x paragonati fra loro daranno.? = 


a p , ' am , aq 

— ; onde x = — v ~ 'i'" > «d a — x — y=t 
'+p+q w+P+7 ™+H-q 


\ 

£ 
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Sia » = 4 . Le parti faranno * , y ,*,» — * — y — *; 

Quindi il cercato prodotto làr'a x m y?z? (a — # — y — z) r , ed 
operando come fi è fatto nei due efempj precedenti, e- chia- 
mando t la fomma degli efponenti m , p , j,r, fi noveri 

Cioè ciafcuna parte fari eguale al pronto di *-ÌbI fuo ef- 
ponente divifo per la fomma di tutti efponenti, e le 
parti daranno nella ragione dei loro efponenti rilpettivi. 

Lo ftelfo fi troverà per qualunque altro numero di parti. 
Se gli efponenti m, », p y q..*.ec. faranno tra loro egua- 
li , ciafcuna parte lari a « $ ioè le parti * , y j *.••••• ec. 
faranno tutte eguali tra loro. 


LXXXV. */: : 

PROBLEMA 6° Da un punto dato ovunque nel piano - dì 
una curva condurre alla flejfa curva la retta piu corta. 

Sia AM quella curva ( Fig. \6. ), ed AZ il fuo affé. 
i.° Il dato punto fia nell’ affé AZ , ficcome in e 
fia M quel punto, in cui la retta cercata Mj£_ deve incon- 
trare la curva . 

Dal punto M s’intenda abbatta all’ affé la perpendi- 
colare MP , e fi faccia A^_ = a * AP = * , PM = y , 

MQj=z x . Sari Pj£_= * — * MP ‘ + ~P^, odia 

% x ___ y. 4_ f — 2 (**.+ e differenziando dz =s 

2 ydy+zxdx — iadx __ q ^ B deve c flere un minimo. 

2Z 

Dunque = PS., * k fo ' mola dclU 
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fortonormale : dunque P£)_ è fottonormale , e la retta cer- 
cata MQ normale alla curva. < 

2 .° Il punto Ha nell’ area della curva, e fia R. 
Supporta la retta cercata MRjg, fe RF y MP perpendicolari 
all’ alfe , e la NR parallela allo ftefTo arte, fi faccia AV=.b, 
RV ss* NP = r, ed MR = z; f ar 'a MN =x y — Cj 

RN = PV = b — x, ed MR* + ~MN -f- ~NR , ortia 
** — y x — 2c y + <■* + R — ibx + x' , il cui differenziale 

eguagliato a zero dati iz = _ 0 _ 

quindi Jt=^,ed-^ = — ^.Ma MN: NR : : MP: 

P<t>j ovvero y — c:b — x : :y : P^j= =s~. 

Dunque MR è normale alla curva. 

3° Il punto fia fuori dell’area della curva, e (iaJ. 
Abbaffata all’ affé la perpendicolare SB , e concepita la 
MO parallela all’ affé fi faccia SB=zc ^AB =g y MO =. BP 
= * — 8 ì SO = c — y, SM ~ z; farà a* = ? — . 
2c y ~f" y l 4* ** — 2 gx 4“ onde dz e= 

lyriy — 2cdy-\-ixdx — 2{Jx dy X — g ydy (* — g)y 

'di dx c — y 1 e dx ~~~ c y * 

Ma SO:OM::MP:PQ. Dunque foftituendo i valori farà 

P Q . *= ~~ *=“£ • Cioè la linea più corta farà la 

normale SM , come ne’ due cali precedenti . 

Lo fteffo fi dimoftra, quando il dato punto fia fuori 
dell’ area della curva verfo T. 
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LXXXVI. 

Problema 7 * Data la bafe di un triangolo ACB 
(Fig. 17), e la fomma dei due lati / opra di ejfa determina • 
re quefti due lati in guifa , che il triangolo abbia la majjima 
fuperficie . 

Si chiami b la bafe AB, a la fomma dei due lati AC, 
BC , x il maggiore lato AC , a — * 1 ’ altro lato BC , 
e fi abballi dal vertice C la perpendicolare CD fopra la ba- 
fe AB, prolungata fe abbifogna. 

E’ proprietà d’ ogni triangolo, che abbaffata da uno 
dei tre angoli una perpendicolare CD fopra 1 ’ oppofla bafe 
AB, quella flia alla fomma degli altri due lati AC, BC 
nel rapporto della differenza dei medefimi due lati, alla dif- 
ferenza, od alla fomma dei fegmenti AD , BD formati dal- 
la CD nella bafe AB , fecondochè CD cade 0 dentro l’ area 
del triangolo , o fuori di effa fulla bafe prolungata. 

Dunque fi avrà 6 : a:: 2# — a: AD ^ BD = offa 

2 AD — AB t=s — — — ; quindi AD = — , e 

CD = 

Quello valore moltiplicato per 7 b darà la fuperficie 

del Triangolo ACB = — ( — — “ b — — ^ , il cui 

differenziale eguagliato a zero per cagione del maffmo darà 
l’ equazione * 
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iax 4* -fi* 


bb 


^ ad* = 


i°5 

onde Af 


=v<r,ed 4 — >*s 

Cioè il triangolo farà ifofcele fopra la. bafe AB , e 
ciafcuQ lato farà, eguale alla metà della data fortuna. 


LXXXVII. 

Problema 8.° Dato il perimetro di un triangolo deter- 
minare i tre lati della majftma fuperficie. 

Pel problema precedente il triangolo farà ifofcele . 

Si chiami adunque p il dato perimetro, # la baie AB 
(Fig. 18. ), e s’ intenda abballata la perpendicolare CD. 

Sarà AC , ovvero BC = - — - 

CD = «.) 

A* . ACB=z±V(pW — 2 p*'). 

Il differenziale di quella fuperficie eguagliato a zero 

, , (ip** — 6px')dx 

darà - = o ; oppure ip n — 6p*' =3 o , e 

8 (p» ** — 2 p*« ) » 

quindi * s= a p , e < 

Dunque il triangolo farà equilatero, cioè quelli tra 
tutti i triangoli ifoperimetri avrà la malfinu fuper- 
ficie (*). 

O 


(*) Figure ifoperiraetre dkonfì quelle, che hanno perimetri eguali. 
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LXXXVIII. 

Problema 9® Dato il perimetro di un quadrilatero de - 
terminare i iati , coficckb la fuperficie fi a un m affino , 
omero tra gli infiniti quadrilateri ifoperimctri determinare 
quegli della maggior fuperficie . 

Sia ABCD (Fig. ip.) un quadrilatero, ed in eflo fila- 
no condotte Je due diagonali AC , BD. 

Pel problema y.° è mamfefto 9 che ciafcuao dei due 
triangoli ADC , ABC , nei quali fi rifolve il quadrilatero 
ADCB dalla diagonale AC , avrà la maggior fuperficie , 
quando fia ifofcele fopra la fteffa AC , cioè quando fa 
AB ss BC, ed AD =s DC . 

Parimente i due triangoli BAD, BCD avranno la 
malfarla, fuperficie quando AB = AD, e BC = DC. 

Dunque il quadrilatero della malfima fuperficie avrà 
tutti i lati eguali: cioè farà un rombo. 

Sia in oltre abbaffata la perpendicolare DE fopra il la- 
to AB; fi chiami a quello lato, «d * la parte AE com- 
presi tra DE, e 1’ angolo A. Sarà V"(«* — **) il valore 
della perpendicolare DE, a V (a* — *’) la fuperficie del pa- 
rallelogrammo, — — *— =^~==s=o il fuo differenziale egua- 

gliato a zero, e quindi * = o; dunque la perpendicolare 
DE coinciderà col lato AD, l’angolo in A farà retto, e 
confeguenremente ciafcuno degli altri tre B ,C ,D . 

Dunque tra tutti i quadrilateri d’ egual perimetro il 
quadrato ha la malli ma fuperficie. 

In fimil guifa fi può dimoftrare, che tra tutti i pen- 
tagoni , efagoni , eptagoni , e generalmente tra tutte le figure 
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ifoperimetre d’ egual numero di lati, la regolare fi è quel- 
la, che racchiude maggior fuperfici:. 

LXXXIX. 

PROBLEMA io." Tra le infinite figure regolari rfope~ 
rimetre determinare quella della maflìma fuperfitie . 

Si chiami * il lato MN della figura regolare cercata 
(Fig. ao.), p il fuo perimetro, fia MNQ_ il circolo ad 
tifa circonfcrìtto , C il fuo centro, CAf, CN i due raggi 
condotti all’ ellremitk. del lato MN> e CP 1 * altezza del 
triangolo MCN. 

Sark ~ il numero del lati della figura regolare 

cercata ,CP =V(CM- ~MP % ) = V (r* — ) l’ altezza 

del triangolo MCN y ± CP . MN. = ±p V (r*— la 
fuperficie del poligono , — - — * il differenziale di 

K'-t) 

quella fuperficie. 

Quello differenziale eguagliato a Zero dara x — o, e 

perciò -^-= 00, e CP = r. Dunque la figura regolare 

cercata avrh il laro infinitamente piccolo, un numero infi- 
nito di lati , e la perpendicolare CP eguale al raggio del 
circolo circonfcritto : dunque effa farh quello lleffo circolo; 
cioè quelli ètra le infinite figure regolari ifoperimetre quel- 
la, che racchiude maggior fuperficie (*). 
O 2 

(*) Volendo paragonare inficine le aree degli infiniri pol : gooi regolari 
ifoperimetri, fi chiamin il numero de' lati di un poligono regolare qualun- 
que ; S ia di lui Superficie , c p il colante pcrim.'tro . 
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LXXXX. 

Problema li.* Sia AB una retta data (Fig. ai.), ed MN 
una retta indefinita di data pofiixione rifletto alla AB ^cercare 
nella MN un punta C , dal quale condotte le due rette CA, CB 
alle efiremità della AB, la fiamma CA-\-CB fia un minimo. 

Dalle eftremitk A, B, della AB fi menino alla MN 
le due perpendicolari AD , BE , le quali infieme colla DE , 
per effer conofciuta la pofizione della MN rifpetto alla AB, 
faranno date . Si faccia DE = a , AD = 4, BE = c, 
DC =u, e CEz=a — x; lark AC = w 1 ) , BC = 

V (c' + a'—iax -f **), ed AC + BC = V (4‘ -f *‘) + 

+ *’)• 

Dunque differenziando quella lèmma, ed eguagliando a 

IxAx . zx A x — laAx 

zero , fi avrà - ■ r—r. ==; °* 

5 _ -)-* J VV* — — 2ax~^~x‘) 


Sarà CP s Cof. MCP — Cof. (~^) = Cof. (-~) ed X = 
r /-<•/■ i8o\ 

T /.cor.(— ). 

Se la figura regolare i un A equilatero farà X ss yp.Cof. do* ss ajoooor.p. 


Se un quadrato S ss — f.Cof.4j° = 35j5sj4.^. 

Se un pentagono X ss yp.CoC 3A 0 =54014087.^. 

Se un efagono X ss — p. Cof. jo° = 4308140. p. 


Se un Circolo farà X ss y p . Cof. y p . Cof. o° ss yp.rs= 5000000. p. 

Dunque traile infinite figure regolari ifoperimetre il equilatero ha la 
minima fuperficie, il circolo ha la mafifima, e delle altre figure quella ha 
maggior fuperficie, che ha un maggior numero di lati, e eiceverfa. 
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Riducendo , e levando i radicali 

Jf* **— l**-f-4* 

b* -f" x* f » -f- a % — zax- f-*‘ 

Togliendo le frazioni , ed ordinando per x 
(c> — 4*) *• + Z ab'x — a‘b , = O. 

E finalmente completando 1 ’ equazione e rifolvend* 

* = — 7=T7T ± V/ (ttizaT + ^77;» 
valore che corrifponde al minimo cercato. 

LXXXXI. 

Corollario. Se MN fark parallela alla retta AB , 
lark AD =3 BE , oflìa b s= c , e 1 * equazione ordinata 
- ( <r* — b' ) x* -f- * — x* A* =3 o , ridurraffi a 2ai‘x 

-x*A‘ = o, e quindi fi avrà x = -J- « *= t DE; cioè il 
triangolo ACB farà ifoicele fopra AB . 

lxxxxil 

Problema 12.* Nell ’ are* del triangolo ABC (Fig. 22) 

«« punto D , dal quale condotte ai tre angoli le tre rette 
AD , BD, CD, /<» fomma AD 4 * BD -}-CD fia un mitiimo , 
determinare gli angoli formati da quefie rette intorno al punto D, 

Col centro B, e raggio BD s' intenda defcritto l’ arco 
di circolo EDH , di cui DH fia una porzione infinitefima , 
e da H fiano abbaffate le perpendicolari HG y HI alle due 
rette DA y DC . 

Si faccia DA=zx y BDr=zy , DC=z y farà x-f-/-f-« 
il minimo cercato, il cui differenziale, fupponendo collante 
il raggio DB = y , farà dx -f- dz — o , onde dx = — da. 

Dunque riguardando DG, DI come i differenziali rilpetti- 
vi di DA , DC , e l’ infinitefima DH come una linea retta 
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perpendicolare in D a DB , fari ZX?=£=D/, poiché dx =s 
• — dz y non confiderando la diverfiti dei fegnt , ed il trian- 
golo DHI in nitro eguale al triangolo DHG , quindi an- 
gol. HDI = HDG . Ma fono ancora tra loro eguali i due 
angoli retti BDH y r y e i due verticali HDG y s: dunque fari 
hxi-, AD B=zr+s — BDHfHDG — BDH -f- ///>/= BDC 
Similmente fecol centro A e raggio AD fi fupporri de- 
fcritto un altro arco di circolo, fi troverà angol. AD 3 = ADG. 
Dunque i tre angoli intorno al punto D debbono effere 
eguali tra loro, e ciafcuno a 120. 0 

Il problema non avrebbe luogo fe alcuno dei tre an- 
goli del triangolo fofle o eguale, o maggiore di 120. 9 

LXXXX 1 II. 


PROBLEMA 13.* AJegnare le tre dimsnfioni di un pa- 
rallelipedo rettangolo , il quote fotta una data fuperficie com- 
prenda la majjima folidità . 

Si chiami x l’altezza del folido,^, * i lati della ba- 
fe ; farà la di lui fuperficie 2 xy-^-zxz -f- iyz y e la folidità xyz. 

La prima deve effere coftanre , e la feconda un maflì- 
mo ; dunque , fupponendo collante F altezza s , làrk il diffe- 
renziale della fuperficie 2 xiy -f- + *ydz +• 2 ziy srr a, 

e quello della folidità xyd% -f- xzdjt = o. 

. • i. - Jy — • * — y ' ■ 

J ‘ * ■+• Z 8 


Dal primo differenziale fi ottiene 


Dal fecondo 




dy_ 

dx. 


y__ 


ed eguagliando quelli due valori fi avrà 




* -J- * 


e quia Ji z = p; dunque nella pofizione che l’altezza * fia 
collante , la bafe del folido farà un quadrato . 
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Si faccia ora variare anche 1 ’ altezza x , e fi ponga >- = z. 
La fuperficie del parallelipedo farà 4 xy + 2y l » e la fo- 
nditi */. 

11 differenziale di quella 4 xdy -f- 4 ydx 4 - qydy = o . 

Il differenziale di quella y x dx -f - ixydy =0. 

Dal primo fi ottiene ~~ •=■ , 


dx 

± 

dx 


x+y 

— y 

IX 

—y 


Dal fecondo . . 

Quindi farà ~f^T y =* — ~ > ed * *3 y ; ma y ss 2 
dunque x=zy = z ’ } cioè il folido richiefto farà un cubo. 


LXXXX 1 V. 

Corollàrio . Tra gli infiniti parallelepipedi d* ugual 
fijperficie il cubo ha la maffima folidità ; e viceverfa tra gli 
Infiniti parallelepipedi d’eguale folidità il cubo ha la mini- 
ma fuperficie . « v ... • . . 

Allo fteffo modo fi potrà determinare quale tra gli in- 
finiti Prifmi, Cilindri , Piramidi, o Coni retti d’ egual fu- 
perficie abbia la maffima folidità , e viceverfa quale tra gli 
infiniti Prifmi , Cilindri , Piramidi, 0 Coni retti d’ eguale 
folidità abbia la minima fuperficie. 


LXXXXV. 

Problema 14* Sia AB ( Fig. 23. ) il diametro alla ba. 
fé di un cono retto troncata parallelamente alla ficffa bafe , 
e CG /’ altezza , determinare il diametro EF della f 'ertone 
per modo , che la fuperficie convcjfa del cono troncato fia un 
mr fiimo . 

Si chiami a l’altezza CG del Cono , b il raggio AC 
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della bafe , * il raggio GE della fezione , e fi cond uca la 

EH parallela a CG. Sark AE = V ( EH* + AH ) = 
yr( b ' — ibx -f- x l -f- a x ) , e, prendendo il rapporto del raggio 
alla circonferenza i : c , farli bc la circonferenza della bafe 
AB , e c* quella della fezione EF . 

Nel cono retto troncato parallelamente alla bafe la fu- 
perficie convella è eguale al prodotto del lato AE nella 
femifomma delle circonferenze delcritte dai raggi AC , EG 
delle oppofte bafi. Dunque quella fuperficie fark 

— ibx -+■ *‘-f- a 1 ) , ed il fuo differenziale 


Quelli, a motivo del malli mo pollo eguale a zero t 
dark T equazione *’ — bx -f~ — =o, dalla quale fi avrk 

i 2 


LXXXXVI. 


PROBLEMA 15.* Con un piano tagliare il cono retto 
ACB (Fig. 24.) in guifa , che la nafeente fezione MEm fi» 
una parabola della pii* gran fuperficie . 

Si chiami x 1 ’ Alciffa AP , a il diametro AB della 
bafe, b il lato AC del cono. 

Per la proprietk del circolo làrk PM = V( ax — ##), e 
pel parallelifmo dell’ alfe della parabola PE col lato AC del 

cono MB : BP = AC : PE =s ^ P '^ C = — — — , onde la 

jìd a 

fuperficie della parabola MEm fark-J- V'(ax-xx) , 

quale 
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quale dovendo effèr malfima dark 1’ equazione differenziale 

— ~ (ax — xx )~dx -f- t( — **) ~~ * — 2xJx ) 

= o, cioè riducendo ed infame ordinando per * fi avrk l’equa- 
zione *' — — — — =q, e rifolvendo * = -j- d±-r <»• 

4 4 ’ 

Il légno pofitivo è inutile , poiché dk x — a, il negati- 
vo dk x=~a y e dinota che la parabola della maffima fu- 
perficie pafferk per la quarta parte dell’ alfe AB , facendo 
origine al vertice A y cioè prendendo AP =s ~ AB , e CE 

4 -» 

ixxxxvir. 

Problema 1 (5.* Tra gli infiniti Coni ì che fi poffona 
inferì vere in una data sfera r determinare quegli della ma fi- 
rn a fUperficie c»nvc{fa y e della maffima folìdità . 

Sia AMB ( Fig. 25.) il femicircolo genitore della sfe- 
ra, AMP il triangolo che rivolgendofi intorno ad AP de- 
ve generare il cono propofto ^ Si chiami a il diametro AB y 
1 : c il raporto del raggio alla circonferenza del circolo, 
ed * Tafciffa AP. Sark V(ax — xx) il valore della ordina- 
ta MP y V"(«r) quello del lato AM y c\A(ax — xx) la 
periferia deferitta dalla fteflà illP, offia il perimetro alla bafe 

del zono r cV\ax — xx). (ax — xx)=-^- (ax — xx) la 

fuperfìcie della ftefla baie . 

Quindi V ax — V ( ax- — xx) V"( a % ** — ax' ) la 

fuperficic convella del cono, e -^-(^x — *x).-^- = ~(ax' — x‘) la 
fua foliditk . 

P 
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Ma ciafcuna di quelle due funzioni debb’ elfere un 
maiTimo , dunque differenziando, ed eguagliando a zero 

fi avrà per la prima ■ ^ x> = o , e perciò x = 

c per la feconda --acxdx — -j- ex 1 dx = o, onde x = ~ a. 

Dunque il cono ricercato avrà per altezza i ~ dell* affé 
della sfera . 

Lxxxxvnr. 

PROBLEMA 17.* In una data Ellipfoide infcrivere il ci- 
lindro della pii* gran fuperficic convejfa . 

L’ Ellipfoide s’intenda generata dalla rotazione della 
femielliffi DAE (Fig.2d.) intorno il minor alfe DE, e fia 
MmnN la fezione del propofto cilindro, Mm il fuo lato, 
C il centro dell’ Elliffi ec. Si faccia AB = za, PC ~ xì 
MP — y , 1 :c il rapporto del raggio alla periferia del circolo* 

SarV=— V ( aa — xx ) F equazione all’ Elliffi , ex la perife- 
ria deferitta da PC = wj, offia il perimetro alla bafe del 
cilindro, 2 y.cx = V (aa — xx) la -fuperficie conveffa 
dello fteffo cilindro. Differenziando quefta fuperficie, ed 
«gualiandoazero fi avrà —V(aa — xx)dx --- xxJx 0 

■ » V ' aS/^aa—X x) 9 

.nde..= i«,.=^/^, edj.= 4 ^=^/f. 

Dunque PC farà media proporzionale tra AC, e — AC, 
e PM media tra CD c-~CD. 

IC. 

Corollario. Se 1 ’ Ellilfi degenerale in un circolo, 
farebbe a = b , onde x e= y=. - cioè il diametro del 

cilindro eguaglierebbe la fua altezza. 
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Delle Evolute, e de* Raggi Osculatori 
nelle Curve . • 


L vertice B di una qualunque curva BC ( Fig. 27. ) 
fia applicata una tangente indefinita AD y la quale moven- 
doli foltanto intorno alla curva in guifa di rimaner Tempre 
tangente in qualche di lei punto C, deferiva colla Tua eflre- 
mità A l’altra curva AMN. 

La curva BC , alla quale è applicata la tangente AD y 
chiamafi Evoluta , Sviluppata , o Curva generante . 

La curva AMN deferitta dal punto A la Generata , e 
qualunque parte MC della tangente comprefa tra la genera- 
ta, ed il punto del contatto C, Raggio Ofculatore , Raggio 
di Curvatura , o della Sviluppata. 


CI. 

1 

Le proprietà di quello raggio ofculatore fono 

1. * Che egli è Tempre eguale alla collante porzione di 
tangente AB più 1 ’ arco BC della fvilluppata comprefo tra 
1 ’ origine B ed il punto del contatto C . 

2. * Che è perpendicolare alla generata in ciafcun punto 
M , nel quale ritrovafi la Tua eltremit'a A y poiché la tan- 
gente al circolo eflèndo perpendicolare al raggio tirato dal 
punto del contatto, e ciafcun archetto infinitefimo MM' 
defcritto da CM nel paflare dallo (laro CM all’ infinita- 
■lente prolfimo C'M ' potendoli riguardare come un archetto 
di circolo di raggio CM e centro C, lo fteflo raggio MC 

P 2 
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fara perpendicolare alla tangente MT nel punto M della 
generata , cioè all’ archetto inGnitefimo MM! della ftelfa 
generata . 

3. 0 Che ferve a .mifurare la curvatura in ciafcun punto 
della generata ; poiché fe alle due eflremid M y M' di un 
archetto infiniteGmo MM" G conduranno due perpendicolari 
MC , jyfCy quelle s’incontreranno in alcun punto C della 
fvilluppata, e fi potrò riguardare 1’ archetto MM* come uh 
arco di circolo deferitto dal centro C , e però la curva ed 
il circolo avranno nell* archetto MAf una coni uo e curvatu- 
ra . Ma il raggio è quegli , che determina la curvatura del 
fuo circolo: dunque il raggio ofculatore determina la cur- 
vatura in ciafcun punto della generata. Il circolo., di cui 
MC è raggio , fi chiama Circolo Ofculatore « 

CI L 

Da quelF ultima proprietà del raggio ofculatore fi infe- 
rire, che, eflfendo le curvature de’ circoli nella ragione in- 
veri^ dei loro raggi , poiché i circoli fono tanto meno in- 
curvati , quanto più grandi fono i raggi loro, e viceverfa, 
le curvature della generata in due diverfi ponti del fuo pe- 
rimetro ftaranno nella ragione inverfa de* loro raggi ofcu- 
latori- Cosi la maggior curvatura è all’ origine A dove ii 
raggio ofculatore è il più piccolo, e la minore dove ii 
raggio ofculatore è il più grande : la generata è tanto più 
incurvata, quanto più fi approflìma al F origine A , e tanto 
meno incurvata, quanto più fi difibofta da quella origine. 
Se il raggio ofculatore diventa un minimo, la curvatuta 
diventa un mafiimo, ed all’ oppolio quella fi fa mìnima, 
quando quello fi fa malfimo . Dove il primo fvanifce, la 
feconda diventa infinita , e dove quello diventa infinito fva- 
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nilce la curvatura ; cioè al raggio zero corri fponde 1 * eva- 
nefcenza di un arco, e diventando infinito il raggio ofcula- 
tore , l’arco della curva degenera in una linea retta. 

cnr. 

Sia Mm un arco qualunque di curva (Fig. 28 .), AfC, 
m c due perpendicolari o raggi ofculatori alle ellremità di 
quefV arco , che s’ incontrano in qualche punto C . 

L’angolo MCm formato da quelli due raggi inC fi chia- 
ma angelo di curvatura dell' arco MN. In M ed ni fiano condot- 
te alla curva le due tangenti MP y mO , che incontrandofi in 
qualche punto O dalla parte convella della curva formeranno 
1* angolo elleriore POm = all’ angolo C ; poiché elfendo 
retri gii angoli in M ed m formati dalle tangenti co’ raggi 
ofculatori , fa rii ang. MCm -f- MOm = i 8 o°= MOm -f~ POm , 
e levando 1’ angolo comune MOm , farà ang. MCm = POm. 
Cioè 1’ angolo di curvatura di un dato arco di curva è egua- 
le all’ angolo formato efìeriormente dalie due tangenti con- 
dotte all’ ellremirà di quell’arco. Se l’arco Mm farli infinita- 
mente piccolo , fi potrà riguardare come un arco circolare di 
raggio MC e centro C , onde condotta la corda Mm per 
la proprietà del circolo farà Ang. MCm , oflia POm dop- 
pio dell’ angolo OMm , ed il triangolo MOm ifofcele fopra 
la baie Mm. 

Sulla curva fi prenda un altro arco Nn eguale al pri- 
mo Mm, all’ ellremità di Nn fi menino i raggi ofculatori 
NDy nDy e fiano diverfe le curvature nei due archi infini- 
tefimi Mm, Nn. I due raggi NDy nD faranno diverfi dai 
due MC y me y l’angolo D farà diverlò dall’ angolo C, ed i va- 
lori di quelli due angoli £>,C , per ciò che fi è detto faranno 
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reciprocamente proporzionali ai raggi MC , ND. Dunque 
le curvature in due diverfì punti di una curva faranno 
reciprocamente proporzionali ai raggi ofcularori in quelli 
punti. 

f 

C IV. 


PROBLEMA i.° Cercare una formala generale efprimente 
il valore del raggio ofculat ore , co-raggio , ec. per ciaf cun pun- 
to di una data curva. 

Se la curva è riferita ad un affé AR ( Fig. 29. ) fiano 
MC , mC due raggi ofcularori infinitamente proffimi , 
MP , mp le corrilpondenti ordinate , Mr una parallela 
all’ affé , e dal punto N fiano condotte le NE , NL , la 
prima perpendicolare, e la feconda parallela al raggio mC . 

Dai triangoli fintili MNL , MCm fi ha 
Mm : MC : : ML : MN 
offa Mm:MC::Mm — NE-.MN 


. ( MC — MN) Mm 

onde NE = — - , 

CM 

c dagli altri due triangoli Mrm y NEn 
Mm :Mr::Nn: NE 

Mm * 

ed eguagliando tra loro quelli due valori di NE , ed elimi- 
nando il raggio ofculatore fi troverà MC — — ?- N ‘ Mm t 

Mm Mr.N» 

Ma Mr zzzdx y nrr— dy y MN (normale alla curva) =s — , 

dx 1 

PN ( fottonormale ) , Nn=d(AN)=d(AP + PN) 

j f 1 ydy\ , , ydxddy-\-dxdf — ydyddx , __ 

***(»+ » ed Mm = * 
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Dunque rimettendo tutti quelli valori farà MC = 

— -, ; r ~ , TT7 * Oppure, foftituendo 

«jWf*-— dx 1 fdx-\-ydxdy -\-dxdy* — ydyddx^ rr ’ 

v y 

V" ( </#* -f* </** ) in luogo di ir , [e ridncendo i termini del- 


la frazione , làrh MC = 


(dy 1 -f” dx % ) * 
dyddx — dxddy 


Dall’elìremith C del raggio ofculatore fi abbaffi all’or- 
dinata MP prolungata la perpendicolare Cjgj la parte M£f, 
dell’ ordinata comprefa tra l’origine M ed il punto d’ inci- 
denza dicefi Co-raggio Ofculatore. Il valore di quella ret- 
ta , quando fia dato il raggio MC , fi determina per mezzo 
dei triangoli fintili MNP , nei quali fi ha MN:MP:: 


MC:MQ = 


MP .MC 
MN 


dx ( dy • -f- dx 1 ) 
djrddx — » ddxddy 


Pe’medefimi triangoli fi ha ancora QC 


dy (dy 1 -f- dx 1 ) 
dyddx — dxdd y 


Si chiami q la mifura dell’angolo di curvatura MCw, 
e fi faccia il raggio eguale all’ unità , farà MC : i : : 


(M»w = </r ):^= 


di 

CM 


ds (dyddx — dxddy) dyddx — dxddy 

(dy l -t-dx')~ 


Se le ordinate parallele fanno coll’ affé della cur- 
va un dato angolo, fi avranno le medefime forinole di MC y 
e $C , coll’ abbaffare dalle eftremitk de’ due raggi 
ofculatori infinitamente proflimi due perpendicolari all* 
all’ affé , e coll’ affumer quelle in luogo delle co'rrifpon- 
denti ordinate. 

Se la curva è riferita ad un foco P (Fig.30.), fiano PM, 
Pm due ordinate imfinitamente profiline, col centro P e 
raggio 1 M fi deferiva i’ archetto circolare Mr ì daP li ab- 
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badino le perpendicolari PT , Pr ai due raggi ofeulatori MZ y 

wC, e dal punto d’ incontro N fi conduca Nn parallela ad mC. 

I due triangoli Mmr , PMT fono limili, poiché 
Ang. PMr =3 TMm = po.° , PMr — TMr z=zTMm — TMr , 

odia PMT — rMmy ed Ang. T=r= 90. 0 Dunque fari 

PM.Mr 

Mm:Mr::PM:MT~MN=—j£-—. 

. PM. mr 

Mm :mr : : PM: PT = FN — — rr~ • 


Magli altri due triangoli MNn y MCm danno Mn: MN . . Mm.MC t 
cioè Mm—Nt : : Mm : MC ; dunque MC == AJ/w _ xV ;" 

Si faccia PM=j> y ed Mr=Jx , farà iwr =Jy, M/n =V"(^V +dy X 

** = ^ ' O") ~ 

( di' -f- d>» ) ( ><&/)' -M» ‘ ) — >4 ? 4 - àyddy ) 


</x l -j- d/’~ 

ed Mm- Nr = — i*±l£ 


( dx * 4“ dy* ) » 

- yddy ) -f- ydydxddx ) 


( */x* -f- dy* ) » 

Softituendo quindi quefti valori larà 


MC = 


r - —.-77- 7 - , 7; — > ed abbaiando da C 

dx 1 -f - dxdy* — i * ydxdtly -f - ydyddx 7 

perpendicolarmente ad MF la C^per la fimiglianza de’ trian- 
goli rettangoli MNP, MgC fi avrà MF : MN : :MC:M jQ 

= c i 0 è furrogati i valori di MC , MJV ed MF farà 

- y, ìx(dx' ~f~ dy' ) 

dx' dxdy* ydyddx— ydxddy 

$9 = 


ydy ( <ix l -f- Jy* ) 


3 A/C 


dx 1 -f- dxdy * -f - ydyddx — ydxddy 
ds dxds * — — ydxddy -f- ydyddx 

yds * 


Quella 
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;• . . cv. 

Quefte formole divengono più femplici, qualora fi fup- 
ponga collante alcuna delle tre differenze dx , dy ì ds. Or- 
dinariamente fallì collante la dx , cioè ddx = o , e quindi 

_ ( dx * -f- dy 1 ) ~ __ di* 


MC = 


dxddy 


• ds % 


dxddy 




ddy 


Per le curve riferite 
ad un affé. 


yds< 


jflQ y(dx* J r dy'') % 

/ir 1 -J -dxdy % —y dxddy dxds * — y dxddy 

MQ — ',><<*»» +dy») _ yds* 

dx' -j-dy' ds' — 

ydy(dx' -j-dy') 

( dx* -f- dy 1 — — /dd/ ) * ^ 


dxddy 

ds % 


l 

i 


Per le curve 
riferite ad 
un foco. 


Oppure , chiamando n la normale alla curva , la cui 

< . : - ' . • . . 

efpreflìone generale è ^ , e foftituendo , fi ha per le prime 
tre dorinole 

— »• dx' — «'dx* # »* dxdy 


Afe = 




y' ddy 


■y> dxddy 


. y 1 ’ ddy 

Per le ultime. .. - 

jifo— llx ' . M(D — ****,_ . or '**** 

* dx' —y< ddy> M *L— * dx x —yddy'^ »' dx> 

CVI. 

. , Ad applicare cialcuna di quefte formole al cafo di una 
data curva , fi differenzj due volte la di lei equazione , affine 
di avere i valori di dx, e ddx dati per y y edy y oppure quelli di 
dy , e ddy dati per x, e dx, e quelli valori fi foftituifeano in 
ciafcuna di quelle formole generali . Ciò fatto fi avranno 
i valóri delle rette MQ, MQj &)C .... ec. in termini finiti. 
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La curva rivolgerà la Tua concavità o conveffità alla 
linea delle afciffe, fecondochè il valore del raggio ofculatore, 
o del co-raggio fortirà dal calcolo © pofitivo , o negativo ; 
poiché in qualunque curva il raggio e co-raggio ofculatore 
fono podi dalla parte concava, e nelle efpofte forinole ge- 
nerali , per cui fi è fuppoffa una curva concava alf alfe, i 
valori di quelle dup rette fi fono affilati per pofirivi- 

CVII. 

Con un poco d’artificio fi poflono evitare le differenze 
feconde nelle formole del raggio ofculatore 1 , co-raggio... ec. 

Sia AM ( Fig. 31 .) una curva riferita ad un’ alfe AP , 
MC, me due raggi ofculatori infinitamente proffimi , MP , 
mp le corri Ipondenti ordinate. Sulla prima di quelle MP 
■fi prenda la parte MN eguale ad una collante arbitraria, 
dal punto M fi abballi perpendicolarmente ad MC la JVT, 
e dal punto O, in cui NT incontra l’ordinata mp , fi con- 
duca OV perpendicolare all’ altro raggio ofculatore mC , e 
finalmente fi tiri MS parallela ad AP . 

Per la coftruzione faranno {inaili i due triangoli MSm 
MTM , poiché gli angoli S , T fono retti, ed elfendo pu- 
re retti i due mMC , SMP, levato da ciafcun d’ elfi 1’ an- 
golo comune SMT , faranno eguali tra loro i due angoli 
mMS. TMN. 

* • l 

In oltre, fupponendo retto T angolo In m formato dal 
raggio ofculatore MC coll’ archetto infinitefirao Mfhj fa- 
ranno ancora 'limili per ordine i tre triangoli rettangoli 
077, /Cr, MCm. 

Si faccia adunque AP — x , PM — y >MN = b , MT 
= z , farà MS"— dx , mS ss dy , TYts: dx . ÌDai due ‘ériango- 
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goli MSm y MNT fi avrà Mm.NT — mS. MN y e dai due 
077, MCm , Mm.OT — MC .TI . Onde, prendendo NT, 
OT per eguali , giacché i punti 0 , N fono infinitamente 
proflimi, ed eguagliando farà. mS ,MN=z MC . TI y e quin- 

JxMC=— 

Ma i due primi triangoli MSm y MNT danno anco- 


ra MT — 


MN.MS 


bdz 


Nm 


, cioè z = — . Dunque le col 


mezzo 


dell’ equazione alla curva fi determinerà quefto valore di z , 
differenziando fi avrà quello pure di dz , il quale porto a 
denominatore della forinola precedente invece della ftefla 
dx , darà il valore dì MC in termini finiti . 

Alla ftefla maniera fi potrà ritrovare la farmola pel 
co-raggio , e quelle pel raggio ofculatore , e co-raggio nelle 
curve riferite ad un foco . 


CVIII. 


Data 1’ equazione alla generata col valore del raggio 
ofculatore per qualunque di lei punto è cofa facile il de- 
terminare r Equazione alla fvilqppata . Dal punto C dell 
Evoluta (Fig. 29.) fi abbaflino le due perpendicolari CR y CS y 
la prima all’ affé AR della generata, la feconda all’ arte 
BS della ftefla evoluta, e fi prolunghi quell’ ultima fino 
ad incontrare in 1’ ordinata MP y prolungata fe abbifo- 
gna. Dai triangoli fimili Mrm, MQC fi avrà 


i.° Mm:Mr::MC: 


MC.Mr 

Mm 


dx* +dy* 
— — ddy 


facendo 


coftante per brevità di calcolo la dx~ y onde BS — PQ- — MQ 
— MP = - * — y , valore dell’ afcilfa BS all’evoluta . 

ddy 

Q . 2 
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1 " JLff* Mp ; *• 

2.° Mm : mr :: MC:CQ , offia PR = = 

e quindi CS~BR = AP-\-PR—AB =* -f 
d —— - — a. valore dell’ ordinala CS alla medefima 

— dxddy 

evoluta. 

Quelli due valori combinati colla equazione delia ge- 
nerata AM daranno quella della fviluppata BC. 

CIX. 


Problema 2 .* Determinare il Raggio del circolo ofcu- 
latore in ciaf cuna delle quattro fezioni Coniche . 

Dall’ equazione a quelle curve y = px ± ~ , fiicend* 
collante dx, fi ha ydy s=^ 4- *~~ 
yddy + • dy' = T 

a 

y ddy=* p -£^--yjy 

e , follituendo i valori di >‘e dy', 

✓<*- t (9 t 9>-(f ■*— 

— — , ed MC = — — ; dunque il raggio ofculatore in ciaf- 
4 T p* 

ftt/jtf fezione contea ordinaria è eguale al cubo della normale 
divifo pel quadrato della metà del parametro* 
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CX. 

Corollario i.° All’origine della curva, in cui * = o, 
fi ha n = -j- p , ed MC = p ; cioè il raggio del f evo- 
luta in quejlo punto è eguale alla metà del parametro . 

CXL 

Corollario 2® Nel circolo il raggio di curva- 
tura è Io fteflo raggio , e 1’ evoluta è il Tuo mede, 
fimo centro; poiché effendo p z=, a, fàrk e=n~a. ed 
MC = ±a. 

exir. 

PROBLEMA 3.° Determinare la fviluppata nella parabola 
ordinaria . 

In quella curva fi ha dyz=. } e ddy =3 — ■ 

iV V 4 0 »*)^ * 

dunque, follituendo quelli valori nelle^ generali efprelfioni 
delle coordinate BS , SC all’ evoluta, fi avrà BS =a 

_ 

^ » ed SC =3 # + 

4 v' (/>*)* 

A — a y ovvero , ficcome a 

4^0*)' 

è il raggio ofculatore aH’ellremità della parabola, il quale 
è eguale alla metà del parametro, farà SC ss 3#. 
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Dunque, fé fi chiamerà * 1’ afcifia BS , ed v 1* ordi- 
nata SC , farà x ss -j- <u, e x=z^V {-jpv). Quindi a* 

c /n) 1 , ed v' = ~pz' y equazione alla feconda parabola 
cubica . Dunque la fviluppata alla parabola ordinaria è una 
feconda parabola cubica , che ha per parametro li ~ del para* 
metro iella propojla. 

Per delcrivere quella curva, lopra l’afle ABR fi pren- 
da AB=~p , e fui prolungamento BR fi alzino infinite 
perpendicolari RC , ciafcuna delle quali fi faccia di tale lun * 
ghezza, che il fuo quadrato fia eguale al cubo delta corrif- 

pondente afcilfa BR , divifo per 

Il punto B (CX) farà 1’ origine dell’evoluta, o fecon- 
da parabola cubica, e tutti i punti C daranno nel fuo pe- 
rimetro, poiché per la codruzione farà in cialcun punto 

BR=—^p. RC\ 

1 6* 

Se le ordinate BS' fi prenderanno dalla parte oppoda 
alla BS (Fig. 32.), fi avrà da quella parte 410 altra fecon- 
da parabola cubica BC' limile alla prima BC , ma inverm- 
inente poda, quale farà la fviluppata all’ altro rama AM! 
della parabola . Dunque la fviluppata alla parabola avrà in 
B } ove corrifponde il minimo raggio olculatore, un punto 
«li regreflb. 
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CXIII. . 

PROBLEMA 4. 0 Cercare il valore del Raggio ofculatore 
e del Co-raggio nell' iperbol a equilatera riferita agli afflittoti y 
data la fua equazione xy = aa . 

Sia A{ Fig. 33 .) il vertice della curva , AM y Am i Tuoi 
rami, S il fuo centro, ed SP , Sp gli Aflintoti . Differen- 
ziando due volte 1 ’ equazione, col fupporre ddx — o, fi ha 

4y = — e ddy = — ' Q. ue ^i valori , foftituiti 

nelle formole del raggio ofculatore, e co-raggio, danno 

MC = ■ — ed MQj=z — •> va ^ or i nega- 
tivi , che fi devono prendere dalla parte concava dell’ Iper- 
bola, mentre la data equazione appartiene alla parte con- 
velfa , ed il fegno negativo indica una contraria pofizione 
di quelle rette . 

CXIV. 

Corollario i* Per determinare con una femplice 
collruzione la pofizione del maggio ofculatore , e del co- 
raggio per un dato punto M dell’ Iperbola , fi chiami * la 
fua afeifla 57% y la fua ordinata MP ; fi conduca da S la 
la retta SM , e quella fi prolunghi verfo E , facendo ME 
in E fi alzi alla SE la perpendicolare Ef^ che 
incontri io ^l’ordinata PM prolungata ; da ^_fi meni 
4?C parallela all’ aflintoto SP , ed in M fi alzi la norma- 
le MC alla curva, che incontri in C la retta $)C. Sark 
MC il raggio del circolo ofculatore pel punto M, M£f il 
co-raggio, e C il punto del contatto del raggio coli’ evo- 
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ut Delle Evolute e dei Raggi 

luta; poiché dai triangoli fimili SPM, EMgfCi ha PM : 

MS ::EM: M£>j cioè y: V ( :: V^x* -f- y l ) : MQ_ 

— -~à^ yy - , odia * *_— - ** » effondo dalla parte de’ ne- 
gativi : dunque Mjg_è il Co-raggio corrifpondente al punto 
M. Il rimanente della corruzione è per fé chiaro abba- 
ftanza . 

cxv. 

f 

Corollario 2* Si differenzi il differenziale 

' — ia*> ’ 

fi eguagl) a zero, e dalla formata equazione fi cavi il va- 
lore di * ; fi troverà * = a, MC == — ^(2.**), ed 
«= -— a. Cioè il minimo raggio ofculatore corrifponderà 
al vertice dell’ Jperbola , farà eguale al femiaffe principale 
SA y e dovrafft prendere fopra queff affé dal vertice S in D ; 
poiché fe dal vertice A fi condurrà la AB perpendicolare 
all’affmtoto, farà SB == x — a y AB=yz 2 za, c—'AS, 
offa AD = — V ( za 1 ) . 

CXVI. 

* \ 

PROBLEMA 5. 0 Cercare il Raggio ofculatore nella comu- 
ne logaritmica . 

Sia MN quella curva ( Fig. 34- ); AQ il fuo alfe, A 
l’origine delle afciffe , 1’ afciffa AP~x y 1’ ordinata corrif- 
pondente PM = y ; la fottangente a quella curva effendo 

collante (LVI.) fi faccia = a . Sarà = a , dy = ^ , 

Jy x = ,e diy === ^^ === "^- . Quindi foflituendo i 

valori di dy x , e ddy nella formola del raggio ofculatore 
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ì 


ds* 

dxdrty * 


farà MC = 


(a* + >*) » 



1 ?^ 


Nella logaritmica avvi un punto al quale corrifponde 
un raggio ofculatore minimo; per ritrovarlo A eguagli a 

I 

Zero il differenziale di — ( ** - * , ed operando al fo- 

*y _ 

lito modo e riducendo li avrà /* = v a' , ed y — a Vt* Ma 
in quella curva l’afciffa x è eguale al logaritmo iperbolico 
dell’ ordinata y moltiplicato pel modulo, o fottangente <*, 
cioè x = al,y. Dunque farà x =s a log.tfV"-r» e perciò fac- 
to AP = a log. a V-Ty e- condotta 1’ ordinata PM y in 
M corrilponderà il minimo raggio ofculatore, e la fvilup- 
pata far a cufpide inC, cioè avrà quivi un punto di regreffo . 

CXV1I. 

PROBLEMA 6° Cercare il Raggio ofculatore , il Co-rag- 
gio , e la fuiluppata nella fpirale logaritmica . 

La principale proprietà della- fpirale logaritmica fi è , 
che condotta ad un qualunque punto M del fuo perimetro 
( Fig. 35 .) la tangente MT ,. e dal foca A 1’ ordinata AM y 
l’angolo AMT debba eflère collante. Però, fuppolla la A> n 
infinitamente proffima alla AM , e defcritto col raggio AM 
e centro A l’arco di circola MR, effendo la fottangent© 
AT normale all’ ordinata AM , farà collante la ragione 
di quelle due rette , e quella dalle differenze loro mR y MR' r 

dx 

onde, facendo AM —y y ed MR = dx , farà — = a l’equa- 

aione a quella curva» Differenziando quell’ equazione avraf. 

R 
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-il ddy = O , e foflituendo quello valore nelle formole del 
raggio ofculatore , e del co-raggio per le curve riferite ad 


J 

un foco fi troverà MC = - 



-7 v '0' + , ) > 


ed 


>d*' + 


ytìx x 


4* 


= y 


AM t cioè il co- raggio eguale 


all’ ordinata. 

Per avere la fviluppata. In A fi alzi la perpendicola- 
re AC alla AM y quale fi prolunghi fino ad incontrare la 
tangente in T , ed in M fi conduca la normale MC alla 
curva . Dalla fimiglianza de’ triangoli rettangoli AMG , 

MRm fi ha MR : Mm : : MA: MC = — 

MR 

{.'+%>>]/ («+*) 
= — V( * l + i ) . Dunque MC farà il raggio ofculatore, ed 

r M 


AC il Co-raggio della curva , e per edere ancora collante l’an- 
golo AMTy ed AMT asa ACM , 1’ evoluta AC farà una 
curva di tale proprietà, che 1’ angolo formato da una qua- 
lunque fua tangente MC, e dalla corri fpondente ordinata AC 
farà collante: cioè elfa farà una fpirale logaritmica eguale 
alla data. Pertanto fe prenderalfi un raggio AD = AC , e 
fi concepirà , che la logaritmica ABD s’ aggiri intorno al 
putito A y finché AD cada fopra AC f e la curva nella po- 
fizione AHC , la logaritmica in quella pofizione farà evo- 
luta a fe fleflà nella prima pofizione AED . 
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13* 


Problema 7.* Cercare il valore del Raggio Ofculatore 
nella Cicloide ordinaria , e V equazione alla fua Evoluta . 

Si chiami * Falcila AP (Fig. 36.) del circolo gene- 
ratore della cicloide, V"(/7* —**) la corrifpondente ordina* 
ta NP, u T arco circolare AN = MiV, y la MP—MN 
-f- NP =z u-\- V ( ax e fi conduca la mp infinitamen- 
te proffima alla MP , ed Nq parallela al diametro AB . 

Sari N, = *, = d(NP)= M> = d » 


ddy =3 ——ri— , e finalmente, foftituendo quelli valori 

2*V( a , — 

nella forinola generale del raggio olculatore , fi avrà 


» 


MC 


\r( da' -f- *' dv * — latdx ^ d~ »* \* 

^ XX J 

édt 1 


2 V(d‘-— a*). 


2*V ax — 


•XX 


Ma per la proprietà del circolo BN — *#); 

Dunque MC ss 2 BN t cioè nella Cicloide ordinaria il rag- 
gio olculatore è il doppio della corda corri Iponden te BN 
del circolo generatore . 

Quindi ^ fe prenderalfi *r=o, farà MC = 2a , 
le n larà MC s= * , 

fe » = ìfrf, làrà MC e= -f a , 
lè #=3 faràMC so, 

R 2 
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Delle Evolute e dei Raggi ec. 

Cioè nella Cicloide il raggio del circolo ofculatore 
all’ origine dell’ affé è il doppio dello fteffo affé; ai £• 
dell’ affé è eguale ali’ affé; ai è eguale alla metà dell’ 
affé, ed è nullo all’ eftremità della bafe, offa in R . 
Dunque 1’ evoluta ?tvd la fua origine nel punto R. 

Per foddisfare alla feconda parte del problema, fi alzi ia 
R perpendicolarmente a BR la RS zzi AB, fi deferiva ilfe- 
micircolo RVS , fi prenda l’arco RVzzzNB , da M fi con- 
duca MC parallela alla BN , da V la TC parallela alla RB y 
e menifi la corda RV , 

Per quella cofiruzione farli Are. ANz=. MNzzz Bj^, ed 
Are. BN=, Rjg_= PC ; Ma Are. RV = Are. BN; dunque 
Are. RVzzz PC; cioè il punto C ftarà nella Cicloide inferio- 
re RCX delcritta dal circolo RVS , ed MC fari tangente 
alla medefima in C, poiché parallela alla RV ; ed inoltre, - 
effendo = RV=z NB = MQ, la tangente MC farà dop- 
pia alla corda BN , cioè fari il raggio ofculatore della Ci- 
cloide AMR . Dunque 1’ evoluta della Cicloide AMR è 
la Cicloide RCX ad effa eguale , ed inverfamente deferitta. 

exix. 

Corollario. L’arco della femicicloide ordinaria AR 
è eguale al doppio diametro del circolo genitore, e l’inte- 
ra cicloide è quattro volte lo fteffo diametro; poiché il 
faggio ofculatore nell’ origine R è zero , e quello al verti- 
ce A è eguale a lABzzzAXzzz RXz= RA. 
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CAPO DECIMO. 

* • 

De’ punti di Flesso contrario, e di Regresso 
e de’ punti Serpentini nelle Curve. 

cxx. 

jf? Unto J ingoiare di una curva fi chiama quello , il quale 
ha qualche proprietà non comune agli altri pumi dell’ iftef- 
fa curva. I punti Multipli , quelli d' InfleJJìone^ di Regrejfo , 
cd i Serpentini fono tutti punti fingolari . De’ punti mul- 
tipli fe n’ è parlato abbaftanza nel capo fettimo. Il punto 
d’ Inflejjìone , oflfta di FleJJo contrario è quello , in cui una 
curva da concava , che effa era rifpetto ad una retta data 
di pofizione, diventa convelfa , o da conveffa diventa con- 
cava. (Fig.37,e 38.). Il punto di Regreffo è quello, in 
cui la curva continuando ad effer o concava, o con v affa 
fi ritorce all’ indietro rifpetto a quella fleffa retta. (Fig.jp, e 40). 

cxxr. 

Ogni punto di fleflo, o di regreffo M (Fig.41.) por- 
ta feco due elementi della curva, cioè due archetti infini- 
tefimi , i quali o giacciono in una fleffa linea retta , o fi 
fi compenetrano collo fleffo punto M ■ quindi è che la cur- 
vatura in M è o nulla, o infinita, e che perciò nella ricer- 
ca di un fleffo, o di un regreffo dovrà eguagliarli all’ in- 
finito , oppure al zero il valore del raggio ofculatore; ov- 
vero, ficcome ciafcuna delle formole efpri menti lo fleffe 
valore è una frazione , ballerà eguagliare a zero il nume- 
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1 34 De’ punti di Flesso contrario , e di Regresso , 
more , od il denominatore di quella formoli (*). Cos'i chia- 
mando R il raggio ofculatore, per le curve riferite ad un 
— — 

alfe , in cui R = - — — - , fi farà — ■ • ds' = o , ovvero dxdJy 
— o ; e per quelle riferire ad un foco , nelle quali R =: 

» fi fark *** = ° » ov vero ixds ' —y** d b = ° • 

cxxir. 


A determinare fe il punto trovato M fia veramente un 
punto d’iofleflione, oppure di regreffo, e quale dei due, giacché 
il metodo non folo non diftingue un punto dall* altro, ma 
può eziandio fomminiftrare qualch’ altro punto fmgolare dei- 
fa curva, fi cerchino i raggi ofculatori pe’due archetti infi- 
nitefimi e confecutivi , che Hanno l’uno, di quà, e l’altro 
di là dal punto JVf, e gli angoli di curvatura per quelli 
ftefli archetti . Se i due raggi ofculatori trovati avranno 
fegni limili, non fi avrà in M nè un femplice fleflfo con- 
trario, nè un regreffo, ma bensì fi avrà un fleffò invifibi- 
le, di cui parleraffi fulla fine di quello capo, e fe i due 
raggi ofculatori avranno fegni dilfimili, fi avrà in M un 
fieffo contrario, ovvero un regrelfo, fecondochè i due angoli 
di curvatura avranno o fegni dilfimili, o fegni limili. La 
ragione di ciò fi è, che l’angolo di curvatura non può cam- 
biare il filo fegno di + in —, o di — in -f-, fe non do- 
ve la curva di concava all’ affé od al foco fi fa conveffa , 
o di conveffa fi fa concava . 

(*) Sia P il numeratore, e il denominatore delta frazione, che efprime 

P P J 

il valore del raggio ofculatore . Sari R = -zr: ora fe = « conviene , che Q_ 


Ila infinitamente piccolo rifpetto a P, onde fi farà oje fe 


o , P deve eflère 


infinitamente piccolo rifpetto a Q_, e perciò fi farà P ~o. Dunque nel cafo 
di un fieffo contrario, o di ma regreffo dorrà farli Q_zz o , ovvero P ss o. 
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CXXIII. 


Problema i.° Data V equazione di una curva riferita 
ad un affé trovare i fuoi punti di fieffo contrario e di re- 
graffo. 

Sia la curva dell* equazione y' = a' + #'• Differenziando 

r. ha J,=—, «M,= ^ = »/•*•«» *1 affi», 

y l y* 

mettendo nel numeratore il valore di — —■» , e 

foflituendo quello valore nella forinola del raggio ofculato- 


re fi trova R 


2 a' */ 


Il numeratore eguagliato al zero di Y equazione 

X 4/ 

( / 4*# 4 )* = °> dalla quale fi ricava x—± / ì/ — /, 


quantità immaginaria che non fa conolcer niente. 

Il denominatore paragonato anch’ effo al zero di 
2 a< X y = o , donde * = o , ed y = o . Il valore x = o po- 
llo nella data equazione d'a / = «, ed il valore / =0 fo» 
ftituito nella medefima di x — ■ a . 

Efaminando quelli due valori dix,e principiando dal primo 

a=o, fi faccia x=o i dx, ofiia x =i dx. fariR ; 

7 la* ax T 

cioè, pollo x = dx, R avri un valore pofitivo, e pollo x = 
— dx, R avri un valore pofitivo. 

Dunque nel punto della curva, ove corrilponde 1’ a. 
feiffa x=o, v’ è un Hello contrario, oppure un regreffo. 
Per conofcere quale dei due egli fia, fi efamini il valore 
dell’ angolo di curvatura, che in quella curva, fatte le folite 

follituzioni , trovali effere a = . . 

* /‘+*V 
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*3* De’ puvti di Flesso contrario e di Regresso , 

Se in quello valore invece di x fi pone dx, fi avrk 

23 * dx 4 I « /** | . • 

q = — : — ; — valore negativo, e le al contrario m- 

7 , . +/*• 

vece di x fi pone — dx fi avrk q~ valore pofiti- 

vo. Dunque all’ afcifla x=s o, cioè all’ origine delle afcilT* » 
corrifponde un punto di fleffo contrario , e non un punto di 
regreflb. 

Quanto al valore x== — * i dx fi avrk? = [/“ (± 3 x*dx). 

Quindi R = ± — , e?=s ± — 

io 4 (a x -f-dx) 1 (/* -f-x* )C 3 *‘d*) 1 

Dunque all’ afcifla — a corrilponde un altro punto di fleffo 
contrario . 

Abbiali 1’ equazione y =s — — . Sark ^ = ^ 


4*-j- ** 


(** + *>)* 


0 + — — ì* 

, , 1 a' dx* — òa< x * dx » , „ ^ («* +-**>/ 

rf.ry = ; , ed R =s — : -~r r . 

II nnmeratore eguagliato a Zero non vale perchè dk 
una quantità immaginaria. Il Denominatore dk 

24 * 1 1 ■ ■ ^ t 

~ (a> -i-y. ,, — ==0)6 perciò x , e foftituendo quello va- 
lore nella data equazione làrk =s -j-a, valori corrilpon- 
denti ad un punto cT infleflione ; poiché , elfendo q = — 

Z a - +; 7> + ^. x — ,fe invece fi ponevi dx, fi av* 

ranno due valori di q con fegni diflìmili . 

/ t 

Nella curva dell’ equazione y =3 a + (*— *x) • fi ha 
= t(* — *) “ dx,dd/:== — 5 - (*---*) T dx’ , ed R 
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( 1 + ~ (*—*) 7 )\ 

— il cui denominatore fatto eguale 

— ( H —a)—T y 

J5 v • 

a zero dà 1* equazione ~(# — a ) T =°, quindi n—a 9 

•d y = a t valori corrifpondentì al punto di fleffo. 

Sia la curva dell’ equazione y =3 a (#— *0~* 
Sarà dy =3 — -7 ( # — b ) 7 d* > ddy = 

~(*+f (—•>-*)• 

T (.-0 

e q =5 I Il numeratore di R pollo 

1 + ~ (# — *) * 

eguale al Zero dà una quantità immaginaria ; ma il de- 
nominatore dà x = b , ed y =3 a . Pollo * = b ± d* i due 
valori di R hanno fegni dilfimili , e quelli di q fono 
amendue negativi : dunque il punto ritrovato è un regreffo *. 


CXXIV. 

PROBLEMA. 2. 0 Determinare il fleffo contrario nelV or- 
dinaria Concoide . 

Sia RS una retta indefinita (Fig. 42. ), e ? un punto 
prefo fuori di effa ; da quello punto fiano condotte alla Ri 1 
infinite rette, e fopra di quelle frano prefe dall’ una, e dall* * 
altra parte della RS le parti £M, £'M', E* M" , ec. 
£m , £'»/, E" m' , ec. tra loro eguali. La curva che paf- 
fa per tutti i punti ec. prefi fuperiormente 

alla RS , li chiama Concoide fuperiore , e la curva , che paffa 

S 
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138 De’ punti di Flesso contrario , e di Regresso , 
per tutti i punti m , m\ m" ec. prefi ai di fotto della fteffa RS, 
chiamali Concoide inferiore. La retta RS y che è ancora af- 
fimelo a quelle due curve , dicefi Direttrice , la retta PCA 
calata da P perpendicolarmente alla ivi AJfe, ed il punto P 
Poto delle due curve. 

Per la meccanica deferizione di quella curva fi può an- 
che immaginare , che lungo T indefinita RS fcorra un cir- 
colo di raggio determinato in guifa che, rimanendo Tempre 
il centro C nella retta RS , un qualche fuo diametro Aa fi 
dirigga continuamente ai polo P. Egli è evidente, che le 
due eflremità A, a di quello diametro ddcriveranao lui * 
piano della carta le due concoidi M M* M ", m mm". 

Ciò pollo , fia Cj^= x , JQM =>, CA= a , PC = b ; 

ùrìML= ~EÌ “*) = V(a' — x'). Ma , J due 

triangoli fimili P^M, ELM danno EL : ML::PQ£>M , 
olfia x:V(a' — #*) : : b + x : y . Dunque fari y = 

m Qu e (t a è 1’ equazione della curva riferita 

, , .. . — x'dx—a'bdx 

all’ alte AP, quale differenziata dà dy = ■ ,» > 

e ddy — - — - . Il denominatore di R , 

** („» — 

, (la* b — a l *' — la' bx') dx’ - . 

che è dxddy = ; fatto eguale a zero , 

*•(«* — *•)» 

•dà T equazione di terzo grado *’ -f- 36**-— ia x b = o, in 
■cui una delle radici farà il valore cercato di Cjg_. 

Se a = b , T equazione precedente trasformerai!! in 
#’ + 3 ia' =. o , e dividendo per x + a fi avrà -f- 2<r# 
— 2 aa = o , onde #, offia = — - *.+ /( 3 4 ‘) ^ 

«(^ 3 m 1 )• 
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e de’ punti Serpentini nelle Curve. 139 
Diverfamente volendo confiderare quefta curva come 
riferirà al polo P y fi immagini l’ altra ordinata PV infini- 
tamente proffima alla PM y e fia delcritto col raggio PM 
l’ archetto di circolo MN y e col raggio PE l’archetto ET. 
Si faccia PM = y y AC = a y PC = b y PE = z , MN 
— dx y GT =2 dz. Sari 1 ’ equazione alla concoide fuperio- 
re y=zz-\-a y il cui differenziale è dy =a dz . Dai due fet- 
tori MPN y EPT fi ha MP:EP :: MN : ET y offia y : 

dx : ET = y» e dai due triangoli fimili PC E , EGT y 
PC:CE::ET , GT, offia b :yT(z' — b') : dz = 


J ma dzz=zdy. Dunque dy : 


zdx \S ( 


.) 


( £* — ) 

— y- . - V" ' ” ■ fy 

e differenziando ancora queft’ equazione farà ddy ■ — ■ 

— t» ->■ » « ) AÀ . atr%sf c »— »i. 

V v^u* — ^*) > o(ru > met «ndo — V 

vece di / foftlW 

do il valore y = z + * farh diy = 

Ora prendendo la formola del raggio ofculatore per le 
curve riferite al foco , eguagliando a zero il fuo denomi- 
natore dx' -f* dxdy' ■ ydxddy y e foflituendo in effa i valori 

*'•*•*- « «"* = 0 > ' 

di l’equazione di terzo grado ab' + $b' z — 2 *'•= o, in cui 
una delle radici accrefciuta della collante a dark il valore 
dell’ ordinata PM. 

Se 4 = i, l’equazione diventa a' -f- 3 a'%-— %%' =s o, 

offia z’ — y- — . -y =3 o, in cui fi hanno le tre radici 

Sa 
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140 De’ punti di Flesso contrario e di Regresso , 

*= — — V 3 ) , z = 3). Le 

prime due negative non fervono , la terza accrefciuta 
della collante a dà il valore di y , oflia di PM corrifi 
pondente , al fleflò contrario in M. 

In fimil guifa fi potrà ancora ritrovare il fleffo con- 
trario nella Concoide inferiore m m m " . 

cxxv. 

Altri punti di regreflo fi confiderano nelle curve. Sia 
AP T alfe di una curva , RM , Bm due rami della mede- 
fima, i quali s’ incontrano, e terminano in qualche punto 
By formandovi un punto di regreflo. Se quelli due ramili 
volgono fcambievol mente le loro conveflità come nelle 
Figure 43 e 44*il regreflo dicefi di prima fpecie, e di fe- 
conda fpecie fi chiama, quando l’ uno de’ rami rivolge il fuo 
concavo verfo la conveflità dell’ altro ramo come nelle 
Figure 45 e 4 6 . 

C XXVI. 

La fola ifpezione delle curve fuggerifce come fi debba 
procedere nella ricerca di tai punti di regreflo. Dal punto 
di regreflo B fi cali all’ afcifla AP la normale AB , e fi 
afluma il punto A per origine delle afcifle. E' chiaro 
i.° Che a ciafcun afcifla AP prefa da A andando verfo P 
corrifpondono almeno dentro un certo limite, due ordinate 
PM, Pm. 2. 0 Che, prendendo delle afcifle dalla parte op- 
pofta , cioè da B andando verfo p , le ordinate cor- 
rifpondenti fono tutte immaginarie , poiché i due rami 
della curva non oltrepaffano il punto di regreflo B . 3. 0 Che 
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e de’ punti Serpentini nelle Curve. 14.1 
all’ origine A delie alciflè corrifpodono due ordinare eguali , 
le quali fi confondono in una fola. 4.* Che il raggio ofcu- 
latore in 5, perciò che fi è detto di fopra (CXXII) , deve 
eflere o infinito, o zero. 5® Che prendendo AP infinitamente 
piccola i due raggi ofculatori a quell’ afcifla corrifpondenti 
devono avere fcgni diflìmili , quando il punto di regrelTo è 
di prima fpecie , e fegni limili quando quelli fia di feconda 
fpecie; poiché i due archetti infinitefimi ed infinitamente 
prolfimi al punto di regreflo nel i.° cafo volgono i loro 
concavi da pani oppolte, e nel fecondo calo li volgono da 
una lidia parte. 6° Che i medefimi due raggi ofculatori 
devono indicare la pofizione dell’ alfe rifpetto al concavo , 
od al conveflò di ciafcun ramo della curva. 

Per efempio nella curva dell’ equazione y l = *’ fi 

hanno due valori di y, cioè y = ± x v ,i quali dinotano due 
rami. Se fi prende la «dalla parte de’ negativi 1’ equazio- 
ne diventa y= — *' , ed i valori di y rifultano amendue 
immaginarj. 

Però differenziandola data equazione, ed operando al folito 

1 1 

mòdo, li trova 2? = ^ - 7 - **( 1 +t*) *• Si faccia x =so, fi avrà 
y = o,ed R=:o. Si faccia x =0 + dx, oflia * =3 </*, ed 
avrafli di nuovo due valori reali di R con fegni diflimili. 
Dunque i due rami della curva partono dall’ origine del- 
le afciflè , dove 1’ afcifla, T ordinata, e ’l raggio ofculatore 
fono eguali a zero, formano in quello punto un regreflo 
di prima lpecie, e rivolgono le loro conveflita all’ alfe. La 
figura 41 rapprefenta quella curva. 

m ' 

AI contrario nella curva dell’ equazione > = x-f-x"±x T , 
in cui m è numero intero maggiore dell’ unità, ed » nu- 
mero difpari non minore di 5 i due rami formano un re- 
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1 4-2 De’ punti di Flesso contrario E di Regresso , 
gre ffo di feconda fpecie all’ origine della curva, dove*=o, 
ed y =s a ; poiché i raggi ofculatori de’ due archetti infi- 
nitamente prolfimi al punto di regreflo fono amendue ne- 
gativi . Quella curva è rapprefentara dalla figura 45 , in cui 
i due rami BM, Bm volgono il loro convello al comun 
alfe AP , e dove all’ afeifla * = o corrifponde 1 ’ ordinata 
y = AB a . 

I regreffi di ciafeuna delle due fpecie nelle curve rife- 
rite ad un foco fi trovano apprelfo a poco allo Hello mo- 
do. Ma diciamo due parole intorno ai punti lèrpentini 
delle curve . 

CXXVII. 

Quando una curva ha più; punti d’infleflione, l’ equazio- 
ne al zero del numeratore, o del denominatore del raggio 
ofculatore deve dare più valori di * e di y , cioè tanti va- 
lori di x, e di y quanti punti d’ inflelfione fi trovano nel- 
la curva . Quello fuccede nelle curve , che vanno ferpeggian- 
do come nella figura 47. 

Se due di quelli punti M , m fono infinitamente vicini la 
curva fembra non averli , cioè i due flefli contrarj in M ed m 
non fono vifibili nella curva ; poiché le per ipotefi la curva 
prima di giugnere al punto M è concava rifpetto ad una 
retta AB data di pofizione, in M diventa convella, e nel 
punto ni infinitamente profilino ritorna concava alla ftefla 
AB . Quelli punti fi chiamano Punti di fieffo isvijiiile , 
ed il punto, in cui elfi due punti fiippongonfi compeuetraii , 
dic«fi Punto Serpentino di primo ordine » 
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s de’ punti Serpentini delle Curve. 143 

'.li . 

i •: CXVIII. 

. • ^ r 

* . l - : 

Per conolcere fe una c urva abbia qualche punto fèrpen. 
tino, fi cerchi col metodo precedente fe in efla vi abbia alcun 
punto, in cui R = o, oppure R = 00. 

Trovato quello punto nella curva fi cerchino i raggi 
o lodatori de’ due archetti infinitefimi, che lo comprendo- 
no immediatamente . Se quelli due raggi ofculatori hanno 
légni limili, il punto trovato farà un punto ferpentino di 
primo ordine; poiché i due archetti infinitefimi, trai qua- 
li elfo giace , volgono i loro concavi da una della parte 
della Curva . 


CXXIX. 

Se la curva ha tre punti di fleflo contrario infinita- 
mente prolfimi, due di quelli fono invifibili , ed il ter- 
zo vifibile, cioè l’ inflelfione della curva è vifibile ; men- 
tre fuponendo la curva concava rifpetto ad una retta qua- 
lunque il primo punto d’ inflelfione la rende convella 
a quella retta , il fecondo punto la fa concava , ed il terzo 
la rende di nuovo convella. 

Se i fi- ‘(fi uniti fono quattro 1 ’ inflelfione della 
curva è invifibile , poiché dopo il quarto punto la cur- 
va è come prima o concava , o convella verfo la della 
parte . 

E in generale , fe il numero dei punti di fleflo con- 
trario è w, l’ inflelfione è vifibile, o invifibile, fecondo- 
chè m è numero impari , o pari . 
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«44 De’ punti di Flesso contrario e di Regresso e£ 
Le curve, in cui trovanfi varj di quefti flcflì infini- 
tamente vicini, fi chiamano Serpentine, ed il punto, in cui 
eflì flefli fi fuppongono compenetrati , chianpafi Punto Scr * 
tentino d' ordine /uteri ore. 
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